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PROLOGO

La Programacion Lineal, que comienza a ser estudiada en los siglos XVII
y XVIII con Newton, Leibniz, Lagrange y Bernoulli, viene a ser realmente
planteada en 1947 con J. B. Dantzig, quien la formul6 en términos espe-
cificos y propuso su Método Simplex que es aplicado atin en nuestros dias
y seguird aplicandose hasta un futuro no muy cercano. La Programacion
Lineal es uno de los pilares fundamentales de la llamada matematica
aplicada y sus planteamientos abarcan la gran mayoria de las aplicacio-
nes de la matematica a la produccién, la economia y los servicios, entre
otros. Algunos de los problemas que pueden ser abordados por la Progra-
macién Lineal son: los problemas de analisis de la produccion, los proble-
mas del transporte, la asignacién de recursos, la localizacién de plantas,
las aplicaciones a las inversiones, los problemas de dieta, la teoria de
cortes, la formacién de mezclas, la teoria redes, la ruta critica, la teoria
de inventarios, la planificacion, las aplicaciones a la economia, la teoria
de la decisién y otros muchos mas.

La programacion del transporte es una técnica muy difundida en nuestros
dias; con ella se logra hacer distribuciones o entregas éptimas desde em-
presas productivas hasta empresas de comercializaciéon. El problema se
plantea aqui como un caso particular de la Programacién Lineal, de for-
ma que se satisfagan las demandas, se cumplan los planes de entrega de
las ofertas y se minimicen los costos de la transportacion.

En el libro se trata el tema de la Programacién Lineal en forma general
y la programacion del transporte en particular, se proponen los temas en
una forma metodolégica y practica para que el lector vea de forma inmediata
el problema, la aplicacion, la solucién y el analisis del mismo. En lo re-
ferente a la Programacién Lineal se abarca, primero: la formulacién del
problema, la definicién de las variables, la definicién de las restricciones y
la funcién objetivo a ser optimizada. Segundo: los métodos de solucién, la
formula de calculo, sus pasos y su operatoria en general, la interpretacion
de los resultados. Tercero: los métodos de planteamiento y solucién mas
modernos de la Programacién Lineal multiobjetivo. Cuarto: Se plantean
gjercicios resueltos y propuestos.
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El libro se divide en diferentes partes: primero se plantea el problema
clasico de la Programacién Lineal y lineal multiobjetivo. Segundo: se
trata el problema del transporte como caso particular de la Programa-
cién Lineal. Tercero: se analizan las técnicas de solucién inicial y de
solucién 6ptima de los modelos de transporte. Cuarto: se estudian los
modelos de redes, el flujo maximo y el flujo maximo de costo minimo,
mas llamado modelo de transporte con trasbordo. Quinto: se dan ejem-
plos resueltos y propuestos.

La Programacion Lineal y la programacion del transporte se estudian
en una amplia gama de carreras de la Universidad: Licenciatura en
Matematica, Ingenieria Informatica, Licenciatura en Cibernética Matematica,
Licenciatura en Economia, Licenciatura en Contabilidad, Ingenieria
Industrial entre otras, por lo que la presente obra puede servir de texto
basico para los temas que estudia o texto complementario por las técni-
cas que presenta y las metodologias para abordarlas, asi como los ejer-
cicios practicos que se resuelven o los que se proponen para el trabajo
independiente.

La obra constituye un buen material de estudio para estudiantes de
pregrado y postgrado en los temas de la Programacién Lineal y sus
métodos de solucién y la programacion del Transporte sus principales
métodos para la resolucién de ejercicios.

| La Programacién Lineal y el Transporte
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Capitulo 1. Programacion Lineal
1.1. Introduccion

En esencia la Programacién Lineal tipicamente trata del problema de
asignar recursos limitados entre actividades competidoras en la mejor
forma posible (es decir, 6ptima). Puede surgir este problema de asignacién
siempre que deba seleccionarse el nivel de ciertas actividades que compitan
por recursos escasos necesarios para realizar esas actividades.

La Programacién Lineal usa un modelo matematico para describir el problema
de interés. El adjetivo “lineal” significa que requiere que todas las funciones
matematicas en este modelo sean funciones lineales. La palabra “programacién”
no se refiere aqui a la programacién de computadoras; mas bien, es esencialmente
un sinénimo de planificacién.

Por tanto, la Programacién Lineal comprende la planificacién de activida-
des para obtener un resultado “6ptimo”, es decir, un resultado que
alcance la meta especificada en la mejor forma (segin el modelo mate-
matico) entre todas las alternativas factibles.

1.1.1. Breve introduccion Historica

Ya en los siglos XVII y XVIII Newton, Leibniz, Lagrange y Bernoulli
trabajaban en problemas 6ptimos condicionados que desarrollaron el
célculo infinitesimal y el cdlculo de las variaciones. Algunos estudiosos
plantean que en principio era posible aplicar los métodos generales
de optimizacién, en la teoria de los multiplicadores de Lagrange, por
ejemplo en los problemas de programacién matematica.

Posteriormente el matematico francés Jean Baptiste-Joseph Fourier
(1768-1830) fue el primero en intuir, aunque de forma imprecisa, los
métodos de lo que actualmente llamamos Programacion Lineal y 1a potencialidad
que de ellos se deriva.

S1 exceptuamos al matematico Gaspar Monge (1746-1818), quien en
1776 se interes6 por problemas de este género, debemos remontarnos
al ano 1939 para encontrar nuevos estudios relacionados con los métodos
de la actual Programacion Lineal. En este afio, el matematico ruso
Leonidas Vitalyevich Kantarovitch publica una extensa monografia
titulada “Métodos matemaAaticos de organizacién y planificacién de la
produccién” en la que por primera vez se hace corresponder a una extensa
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gama de problemas una teoria matematica precisa y bien definida llamada,
hoy en dia, Programacion Lineal.

En 1941-1942 se formula por primera vez el problema de transporte, estudiado
independientemente por Koopmans y Kantarovitch, razén por la cual
se suele conocer con el nombre de problema de Koopmans-Kantarovitch.
En 1945 G. Stigler plantea un problema particular, el de régimen alimentario
optimal. En 1947, el problema general de Programacion Lineal se formu-
16 en términos matematicos precisos por G. B. Dantzig. El término Linear
Programming aparece por primera vez en una publicacién del propio
Dantzig. En estos afios posteriores a la Segunda Guerra Mundial, en Estados
Unidos se asumi6 que la eficaz coordinacién de todas las energias y recursos
de la nacién era un problema de tal complejidad que su resolucién y simplificacién
pasaba necesariamente por los modelos de optimizacién que resuelve la
Programacion Lineal.

Paralelamente a los hechos descritos se desarrollan las técnicas de computacién
y los ordenadores, instrumentos que harian posible la resolucién y simplificaciéon
de los problemas que se estaban gestando.

En 1947, G. B. Dantzig formula en términos matematicos muy precisos,
el enunciado estandar que cabe reducir todo problema de Programacién
Lineal. Dantzig, junto con una serie de investigadores del United States
Departament of Air Force, formarian el grupo que dio en denominarse
SCOOP (Scientific Computation of Optimum Programs).

Una de las primeras aplicaciones de los estudios del grupo SCOOP fue
el puente aéreo de Berlin. Se continu6 con infinidad de aplicaciones de
tipo preferentemente militar.

Hacia 1950 se constituyen, fundamentalmente en Estados Unidos, distintos
grupos de estudio para ir desarrollando las diferentes ramificaciones de
la Programacion Lineal. Cabe citar, entre otros, Rand Corporation, con
Dantzig, Orchard-Hays, Ford, Fulkerson y Gale, el departamento de Matematicas
de la Universidad de Princeton, con Tucker y Kuhn, asi como la Escuela
Graduada de Administracion Industrial, dependiente del Carnegie Institute
of Technology, con Charnes y Cooper.

Respecto al método del Simplex, que estudiaremos después, sefialaremos
que su estudio comenzd en el afio 1951 y fue desarrollado por Dantzig en
el United States Bureau of Standards SEAC COMPUTER, con ayuda
de varios modelos de ordenador de la firma IBM.
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Los fundamentos matematicos de la Programacién Lineal se deben al
matematico norteamericano de origen hingaro Janos von Neumann
(1903-1957), quien en 1928 publicé su famoso trabajo Teoria de Juegos.
En 1947 conjetura la equivalencia de los problemas de Programacién
Lineal y la teoria de matrices desarrollada en sus trabajos. La influen-
cia de este respetado matematico, discipulo de David Hilbert en Go-
tinga y, desde 1930, catedratico de la Universidad de Princenton de
Estados Unidos, hace que otros investigadores se interesen paulatina-
mente por el desarrollo riguroso de esta disciplina.

En 1858 se aplicaron los métodos de la Programacién Lineal a un pro-
blema concreto: el calculo del plan éptimo de transporte de arena de
construccién a las obras de edificacion de la ciudad de Mosct. En este
problema habia 10 puntos de partida y 230 de llegada. El plan éptimo
de transporte, calculado con el ordenador Strena en 10 dias del mes de
junio, rebaj6é un 11% los gastos respecto a los costes previstos.

Se ha estimado, de una manera general, que si un pais subdesarrolla-
do utilizase los métodos de la Programacién Lineal, su producto inte-
rior bruto (PIB) aumentaria entre un 10 y un 15% en tan solo un afio.

La Programacioén Lineal hace historia: el puente aéreo de Berlin

En 1946 comienza el largo periodo de la Guerra Fria entre la antigua
Unidén Soviética (URSS) y las potencias aliadas (principalmente, In-
glaterra y Estados Unidos). Uno de los episodios mas llamativos de
esa Guerra Fria se produjo a mediados de 1948, cuando la URSS blo-
queb las comunicaciones terrestres desde las zonas alemanas en poder
de los aliados con la ciudad de Berlin, iniciando el bloqueo de Berlin.
A los aliados se les plantearon dos posibilidades: o romper el bloqueo
terrestre por la fuerza, o llegar a Berlin por el aire. Se adopté la deci-
sién de programar una demostracién técnica del poder aéreo nortea-
mericano; a tal efecto, se organizé un gigantesco puente aéreo para
abastecer la ciudad: en diciembre de 1948 se estaban transportando
4.500 toneladas diarias; en marzo de 1949, se llegd a las 8.000 tonela-
das, tanto como se transportaba por carretera y ferrocarril antes del
corte de las comunicaciones. En la planificacién de los suministros se
utilizé la Programacion Lineal. (El 12 de mayo de 1949, los soviéticos
levantaron el bloqueo.)

13 | La Programacién Lineal y el Transporte



1.2. Formulacion del problema de Programacion Lineal

La Programacién Lineal concierne a la solucién de un tipo de proble-
ma especial, en el cual todas las relaciones entre las variables son
lineales o en la funcién a ser optimizada.

El problema general de la Programacién Lineal (PL) puede ser descri-
to como sigue:

Dado un conjunto de m inecuaciones lineales o ecuaciones con n va-
riables, se desea encontrar valores no-negativos de esas variables las
cuales satisfagan el conjunto de restricciones y maximicen o minimi-
cen una funcién lineal de las variables.

Matematicamente:

Sean xi>=0 i=1,..., n (variables no negativas) 1)
Sujeto a:

a,x +ta,X, ... +a, x {<=>}b,

+a2nxn{<:>} bZ

.............................................................................. (2)

Max

o Z=C X +C,X +.... +C X 3)
Min

Notaciones: (1)= restricciones de no negatividad

(2)= sistema de restricciones

(3)= funcién objetivo

x, = variable y (incégnitas del sistema)

a; = coeficientes tecnolégicos (normas) de la restriccién
i-ésima y la variable j-ésima

C; = coeficiente de la funcién objetivo o costes de xi
b]. = coeficientes o términos independientes

{<=>}= signos de las restricciones que en cada caso
debe ser <=, >=o0 =

14 | La Programacién Lineal y el Transporte



Se llama solucién del problema de PL al conjunto de valores que to-
men las variables x, de forma tal que se satisfaga el conjunto (2) o
sistema de restricciones, es decir, que se satisfagan todas las inecua-
ciones del sistema.

Se llama solucién factible del problema de PL aquella que cumpla que
todas sus variables son positivas. Es decir, una solucién factible es
cuando el conjunto de valores de las variables satisfacen a (1) y (2)
simultdneamente.

Se llama solucién factible 6ptima a toda solucién que optimice la
funcién objetivo (3).

1.2.1. Supuestos de la Programacion Lineal

La Programacién Lineal puede ser aplicada en una gran variedad de
problemas; sin embargo, tiene ciertas limitaciones que debilitan su
aplicabilidad, entre otras estas pueden ser:

La proporcionalidad:
Una primera limitacién de la Programacion Lineal es el requerimien-
to de que la funcién objetivo y cada restricciéon deben ser lineales. Esto
requiere que la medida de la efectividad y los recursos utilizados de-
ben ser proporcionales al nivel de cada actividad (variable) conducida
individualmente.

Los problemas de programacién no lineal carecen de dicha proporcionali-
dad, aunque en ocasiones es posible resolver estos con PL; esto se pre-
senta en casos especiales, no constituyendo una regularidad.

Aditividad:

Suponer que la medida de efectividad y cada recurso usados son direc-
tamente proporcionales al nivel de cada actividad individualmente no
garantiza suficientemente la linealidad. Es necesario que la actividad
sea aditiva con respecto a la medida de efectividad y cada recurso
utilizado. En otras palabras, la medida total de efectividad y cada re-
curso total se obtiene de la suma de las efectividades o de los recursos
utilizados individualmente.

Divisibilidad:
La solucién éptima de un problema de PL debe tener valores reales
de las variables; es decir, que si una variable de decisién debe tener
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un valor entero, entonces la PL no garantiza esta solucién, dado que
al aproximar o truncar la solucién real para hacerla entera la nueva
solucién puede no ser la 6ptima.

+ Deterministica:
Todos los coeficientes en el modelo de PL (aij , bj y ci) son asumidos
con constantes conocidas. Si el modelo de PL servirda para predecir
condiciones futuras, los coeficientes utilizados deberan ser calculados
sobre la base de predicciones futuras.

En términos generales la PL incluye los siguientes aspectos de interés
para nuestro estudio:

a) el planteamiento del problema.

b) la solucién grafica (a modelos de 2 variables).

¢) la solucién analitica.

d) el anéalisis de post-optimalidad.

Analizaremos ahora el paso de la Construccién del Modelo para un
problema de PL.

1.2.2. Planteamiento de Problemas
Para construir un modelo de PL deben seguirse los siguientes pasos:

Paso 1: Definicién de las variables.
Paso 2: Construccién del Sistema de Restricciones.
Paso 3: Construccién de la Funcién Objetivo.

* Definicién de las Variables de Decisién:
Una variable de decision es la representacién de cada una de las acti-
vidades que conforman el problema.

Al definir una variable de decisiéon deben tenerse en cuenta dos defi-
niciones:

* Definicién Conceptual
Con esta definicién se determina la actividad (o variable) en el contex-
to del problema, logrando que esta actividad sea independiente. Para
ello se deben tener en cuenta los principios de:

a-unicidad de origen.
b-unicidad de destino.
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c-unicidad de estructura tecnolédgica.
d-unicidad de coeficiente de coste.

a, b, ¢ y d se refieren a que cada actividad sea tinica en su origen, su
destino, su tecnologia y el valor que se le asigne a la funcién objetivo.

* Definicién Dimensional
Esta definicién se refiere al aspecto cuantitativo de la actividad, es
decir, la seleccién de la unidad de medida que se va a representar en
el modelo.

+ Construccién del sistema de restricciones
En cuanto al sistema de restricciones y a cada restriccién en particu-
lar se deben seguir los siguientes pasos:

Paso 1: Determinar la limitacién o restriccién que presupone dicha
restriccion, analizando el signo de la misma {<,=,>}, la dimensién fisi-
ca y el valor del término independiente bi.

Paso 2: Determinar las variables que entran en la restriccion.

Paso 3: Determinar el valor particular del coeficiente tecnolégico de
dicha restriccién y en cada variable del problema (j=1,n), esto es, aij.

+ Construccién de la Funcién Objetivo:
La funcién objetivo es la expresion del propdsito u objetivo final que
deseamos alcanzar al resolver el problema.
En la funcién objetivo deben aparecer las variables del problema mul-
tiplicadas por su coeficiente de costos Cj, el cual debe estar determina-
do adecuadamente.

Algunos problemas que resuelve la PL son:

+ Problemas analisis de la produccion.

* Transportacién de productos terminados.
+ Asignacién de recursos.

* Inversiones.

* Localizacién de plantas.

* Inventarios.

* Problemas relacionados con redes.

* Problemas de mezcla.

* Problemas de dieta.
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* Problemas de corte de materiales.
* Ruta critica.
* Otros.

1.2.3. Ejemplos Resueltos

Ejemplo 1: Planteamiento de Problemas de PL
A finales del afio 1955 el gobierno Francés se enfrent6 ante un problema
de seleccidon de fuentes de energia para la produccién de electricidad.

Se contaba en aquel momento con plantas para la produccién de
energia tales como:

1- plantas térmicas.

2- plantas de derivacion.

3- plantas con presas de almacenamiento.

4- plantas con esclusas.

5- plantas con mareomotriz.

La potencia maxima garantizada, medida por horas de consumo en
horas habiles, era de 1.692 mega watts.

La potencia maxima, medida por hora de consumos en las 4 horas de
maximo consumo diario, era de 2.307 mega watts.
La energia anual 7.200 macro-watts/hora.

PLANTAS ~ POTENCIA GARANTIZADA  POTENCIA MAXIMA  ENERGIA ANUAL INVERSION NECESARIA  GASTOS EN MILLONES
TIPO. MEGA-WATTS MEGA-WATTS ~ MACRO-WATTS/HORA  EN MILLONES DE DOLARES DE DOLARES
1 1 1,15 7,00 97 136
2 1 1,10 12,60 420 56
3 1 1,20 1,30 130 101
4 1 3,00 7,35 310 104
5 1 2,13 5,47 213 79

Se queria investigar ademads el limite de las inversiones (fijar la poli-
tica de inversiones).

Para ello se contaba con la tabla de valores tecnolégicos siguientes:
Solucion del problema: Planteamiento
Variables del problema:

Sea X, - niimero de instalaciones del tipo i a poner en funcionamiento.
X.>=0 (i=1,5)
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D - Limite de la inversién disponible. (D>= 0)
Restricciones:

Potencia garantizada X + X, + X + X + X >=1.692
Potencia Maxima 1,15X, + 1,10 X, + 1,20 X, + 3,00 X, + 2,13 X_ >= 2.307
Energia anual 7TX,+12,6 X, + 1,30 X, + 7,35 X, + 5,47 X, >= 7.200
Inversion Disponible 97X +420 X, + 130 X, + 310 X, + 213X, >=D

Valor de la funcion objetivo:
Min Z =136 X, + 56 X, + 101 X, + 104 X, + 79X,

Al resolver este problema se podra saber el tipo y namero de plantas
a poner en funcionamiento (explotacién) en el pais, asi como el monto
de la inversion necesaria para que se cumplan con la potencia garanti-
zada, la potencia maxima y la energia anual que se necesita, pero que
esto se haga de la forma més econdémica.

Debemos notar aqui que aunque este problema ilustra un plantea-
miento concreto de PL este no lo es en si, dado que las variables Xi re-
presentan variables enteras (sin punto decimal), siendo entonces una
aplicacion de lo que constituye la Programacién en Enteros.

1.3. Métodos de Solucion

Para dar solucién al modelo de Programacion Lineal se han desarrollado
varios procedimientos. La via més simple consiste en la solucién grafica,
para el caso de los problemas con dos variables de decision, lo cual consti-
tuye al mismo tiempo su principal limitacién. El algoritmo mas conocido y
probado en todas las instancias es el llamado método Simplex, basado en
una rutina algebraica iterativa que permite ir determinando soluciones
béasicas factibles vecinas a partir de una solucién inicial, hasta llegar a la
solucién 6ptima deseada. Se conocen algunas variantes de este método,
tales como el Simplex mejorado y el Simplex revisado. El procedimiento
mas actual desarrollado para resolver el modelo de Programacién Lineal
es el conocido método del punto interior de Karmakar.

En este texto estudiaremos solamente los dos primeros métodos men-
cionados, los cuales seran formalizados a continuacidn:
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1.3.1. Método Grafico

1. Representar en el plano de coordenadas los hiperplanos
correspondientes a cada restriccién del modelo.

2. Determinar la regién factible o conjunto de soluciones factibles
por la intercepcién de todos los hiperplanos representados.

3. Representar el vector gradiente de la Funcién Objetivo.

4. La solucién éptima del problema se encuentra en el (los)
ultimo(s) punto(s) donde se interceptan las lineas de nivel y la
regién factible en el sentido del gradiente para problemas de
maximo y del antigradiente para problemas de minimos.

5. De la solucién del sistema de ecuaciones lineales que se obtiene
con las ecuaciones de las restricciones activas (se cortan en el
punto de solucién 6ptima) se calculan las coordenadas del (de
los) punto(s) y evaluando en la funcién objetivo se determina el
valor extremo deseado.

Ejemplo 2:
Méx Z = 3.000 X, + 2.000 X,
Sujeto a:

X, +2X,<6
2X + X, <8
X,- X <1

X, <2
X,20,X,>0
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1.3.2. Método Simplex

1. Llevar el modelo de Programacién Lineal original a su forma
normal.

Construir Tabla Simplex Inicial.

Verificar condicién de Optimalidad.

En caso afirmativo (FIN), de lo contrario ir al paso 5.
Determinar variable que entra en base.

Determinar variable que sale de la base.

Realizar transformaciones en la Tabla Simplex.

Ir al paso 3.

S I Sl

Con vistas a la solucién del problema es mucho mejor trabajar con siste-
mas de igualdades (llamado forma normal) que con sistema de desigual-
dades; es aqui cuando se introduce el concepto de variable de holgura.

Toda restricciéon del tipo (>) se puede convertir en una igualdad si
le restamos al término de la izquierda una variable de holgura que
significa el exceso al limite establecido por el término independiente.
a, X +a,X +....+a X - X +i=h,

X +1i es la variable de holgura que se resta en la restriccién i-ésima
X, +1i>=0)
Toda restricciéon del tipo (<) se puede convertir en una igualdad si
le sumamos al miembro de la izquierda una variable de holgura que
signifique lo que nos falté para llegar al limite establecido por el
término independiente. (Ahorro u ociosidad.)
aj1X1+aj2X2+ ----+aann+Xn+j=bj
X, ., es la variable de holgura que se suma a la restriccion j-ésima

Xj +n>=0
De esta forma cualquier problema con restricciones de desigualdad se
puede convertir entonces en problemas con restricciones de igualdad
(lamado forma normal), el nimero de variables serd entonces de m+n,

con lo cual queda explicado como ejecutar el paso 1 del procedimiento.

El costo que se le asigna a las variables de holgura sera CERO.
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A las restricciones que sean ya una igualdad se les sumara una nue-
va variable, llamada variable artificial, como premisa para entrar so-
luciones iniciales al problema. Estas variables artificiales deben ser
eliminadas en el proceso de solucién, ya que si ellas aparecen en la
solucién final del problema significan un error.

El objetivo de las variables artificiales es el de formar la matriz uni-
taria en la solucién inicial del problema, cuando existen en el mismo
restricciones de igualdad, o de mayor igual, que harian que la variable
de holgura respectiva se reste.

El costo de las variables artificiales sera muy alto e ira en contra de la
Funcién Objetivo.

El problema de PL cuenta entonces con m restricciones y n variables,
con n > m; y si se supone que las restricciones son no redundantes, es
decir tal que ninguna restriccién sea combinacién lineal de las res-
tantes o lo que es lo mismo que las restricciones sean independientes.

Habra mas de una solucién al problema, descartando la solucién nula
que carece de interés. Para poder resolver este problema se tendra
que tomar entonces un numero de m variables solamente diferentes
de cero y el resto sera igualado a cero. A dichas variables (m en total)
diferentes de cero se les llama, entonces, variables basicas.

Se llama solucién béasica a toda solucién al problema de PL que posea al
menos m variables diferentes de cero. En caso de haber menos de m variables
diferentes de cero, se llamara degeneradas a aquellas variables que siendo
basicas tengan solucién cero. Es decir, una solucién basica esta en funcién
de m variables diferentes de cero y el resto (n - m ) igualadas a priori a cero.

El ntimero total de bases (o de soluciones bésicas diferentes) que pue-
de tener el problema sera:

Ejemplo 3:
Siun problema tiene m = 10 ecuaciones con n = 20 variables, el nimero
de soluciones bésicas serian:

C;; = 184.756, entre las cuales habran soluciones no interesantes al
tener valores negativos, o sistemas de ecuaciones particulares que al
intentar resolverlos no tendran solucién.
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Paso 1. El objetivo de la PL es el de encontrar dentro de un conjunto
de enorme de soluciones basicas,

Una solucion Basica Factible Optima
que satisfaga que tenga que las soluciones que las soluciones
a(2) m variables  sean positivas optimicen a (3)

# de ceros satisfagan (1)

Paso 2. Para construir la Tabla Simplex Inicial se debe formar una
tabla como la que se presenta a continuacién.

Simplex Tableau (Iteracion 0)

Xbm Cbm ami am2 amn 0 | . +1 bm
Zj 1 72 n Zn+1 Zn+m
Cj-Zj c1-21 C2-72 Cn-Zn Cn+1-Zn+1 Cn+m-Zn+m

Paso 3. Para verificar la optimalidad es necesario que se cumpla:

En caso de Maximo: Todos los C-Z. >0
En caso de Minimo: Todos los Cj-ZJ. <0

Paso 4. Determinar la variable que entra en base.

Para elegir la variable que entra en base, X, esta se debe elegir tal
que cumpla:

Para F.O. de maximo Para F.O. de minimo
Z,-C, = Min { ZJ. - Cj <0} Z,-C, = Max { ZJ.-CJ.> 0}
] ]

debido a que
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=7 -0(%-C)0>0

nuevo viejo

Paso 5. Determinar la variable que sale de base.

Del conjunto de variables béasicas elegir aquella que debe salir para
dar lugar a la que entro en el paso anterior. Esta variable debe garan-
tizar que al salir la nueva solucién bésica sea positiva.

Saldrd de base la variable basica X, tal que:

=X, =mn{X,;p, >0}
1

p,, son los valores del vector columna p, de la variable X, que entra en

la base.
r 3

P
pk=|p,,

P

| 7
Paso 6. Realizar transformaciones elementales en la tabla simples.

En la tabla correspondiente del Simplex debe garantizarse que una vez he-
chos los cambios pertinentes en la base la nueva matriz basica continiia sien-
do unitaria; para ello se realizan las transformaciones elementales.

La fila r es la del vector que sale (semi pivote). La columna k es la del vector
entrante (semi pivote). El elemento (P, > 0) se llama elemento pivote.

Se escribe la nueva tabla con el cambio de la nueva variable béasica y
se dan los siguientes pasos:

Paso 6.1) Dividir la (fila v) del vector saliente entre el elemento pivote
P, luego:

rk’
P, = P, /D, J=0,n
Paso 6.2) Para las restantes filas hacer las transformaciones.
pij:pij-pik*prj/prk

Una vez calculada la tabla de la nueva iteracién (nueva tabla), pasar al Paso 1.
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1.3.3. Ejemplos Resueltos

Ejemplo 4:

Un comerciante posee una pequena fabrica de pinturas que produce coloran-
tes para interiores y exteriores de casas para su distribucién al mayoreo. Se
utilizan dos materiales basicos, A y B, para su fabricacién, de los cuales se
dispone de 6 toneladas diarias de A y 8 toneladas diarias de B como méaximo.
Los requisitos de fabricacion de ambos colorantes se dan a continuacién.

TON. DE MATERIA PRIMA POR TON. DE PINTURA

DISPONIBILIDAD

(20 INTERIOR EN TONELADAS
Materia prima 1 1 2 6
Materia prima 2 2 1 8

Un estudio del mercado establece que la demanda diaria de pintura
para interiores no puede ser mayor que la de pintura para exteriores
en mas de una tonelada. El estudio sefiala asimismo que la demanda
maxima de pintura para interiores estd limitada a 2 toneladas dia-
rias. El precio al mayoreo por tonelada es de USD 3.000,00 para la
pintura de exteriores y de USD 2.000,00 para pintura de interiores.

(Cuanta pintura de cada clase debe producir la compania todos los
dias para maximizar el ingreso bruto total diario?

Construccion del modelo
1) Definicién de las Variables
(;Qué busca determinar el modelo?)

X,»> Toneladas de pintura para exteriores a producir diariamente.
X,» Toneladas de pintura para interiores a producir diariamente.

2) Funcién Objetivo
(¢Cual es el objetivo o meta que se quiere alcanzar?)

Méx Z = 3.000 X, + 2.000 X, “Ingreso bruto total diario por la
produccién de pinturas”

3) Sistema de Restricciones
(;Qué limitaciones deben imponerse a las variables a fin de satisfacer
las condiciones del sistema que este modelo representa?)
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X, +2X,<6 “Disponibilidad de materia prima A”
2X + X,<8 “Disponibilidad de materia prima B”
X,- X, <1 “Exceso de pintura interior sobre pintura exterior”
X,<2 “Demanda méxima de pintura interior”
X,>20,X,>0  “Restricciones de no negatividad”

Forma normal del modelo
Méx Z = 3.000 X1 +2.000 X, +0S,+0S,+08,+08,
s.a:
X +2X,+S =6
2X,+ X, +8,=8
X,- X, +8,=1
X,+8,=2
X,>0,X,20,8,20,8,20,5,20,S,>0

Simplex Tableu (Iteracion 0)

Z

Cj-Zj 3.000 2.000 0 0 0 0

Solucién Incial
X=0 S=6 Z=0
X=0 S,=8

Simplex Tableau (Iteracion 1)

Zj 3.000 1.500 0 1.500 0 0 12.000

Gj -Zj 0 500 0 -1.500 0 0
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Nueva Solucién
X=4 S=2 Z=12.000
X=0 S,=0

S3 0 0 0 -1 1 1 0 3
S4 0 0 0 -0,6666 0,3333 0 1 0,6666
Zj 3.000 2.000 333,333 1333,33 0 0 12.666,67
Cj -Zj 0 0 -333,333 | -1333,33 0 0

Solucién Optima
X,=3,33 S,=0 Z=12.666,67
X,=1,33 S,=0

S,=3

5,=0,66

Interpretacién

Los valores de X, y X, indican, segtin la definicién de las variables, que
se deben producir 3,33 toneladas de pintura para exteriores y 1,33 to-
neladas de pintura para interiores, con lo cual se alcanzara un ingreso

bruto diario méximo de USD 12.666,67.

Ademsés, las variables de holgura S, S,, S,, S, indican que se agotan
las materias primas A y B (S,=0, S,=0), mientras que S,=3 implica
que aun se pueden producir 3 toneladas més de pintura interior sin
violar la relacién entre ellos y finalmente S,=0,66 significa que aun se
pueden producir 0,66 toneladas més de pintura interior para alcanzar
el tope de la demanda maxima esperada.

Ejemplo 5:

Se cuenta con tres fabricas (F-1, F-2 y F-3). Cada fabrica descarga dos tipos
de contaminantes (C-1y C-2) en el rio. Se puede reducir la contaminacién del
rio si se procesan los desechos de cada fabrica. El proceso de una tonelada
de desechos de la fabrica F-1, cuesta 15 délares, y cada tonelada de desechos
procesados de la fabrica F-1 reducira la cantidad de contaminantes C-1 en
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0,10 toneladas y la cantidad de contaminantes C-2 en 0,45 toneladas. El pro-
cesamiento de 1 tonelada de desechos de la fabrica F-2, cuesta 10 ddlares, y
cada tonelada de desechos procesados de la fabrica F-2 reducir4 la cantidad
de las contaminaciones C-1 en 0,20 toneladas y la cantidad de contamina-
ciones C-2 en 0,25 ton. El proceso de una tonelada de desechos de la fabrica
F-3, cuesta 20 ddlares, y cada tonelada de desechos procesados de la fabrica
F-3 reducira la cantidad de contaminaciones C-1 en 0.40 toneladas y la can-
tidad de contaminaciones C-2 en 0,30 toneladas. El Estado quiere reducir la
cantidad de contaminantes C-1 y C-2 en el rio en por lo menos 40 (resp. 35)
toneladas. Se desea minimizar el costo total de reducir la contaminacién en
las cantidades deseadas.

CONSTRUCCION DEL MODELO
1) Definicién de las Variables
(;Qué busca determinar el modelo?)

X, —— Toneladas de desecho a procesar en la fabrica F-1
X, —— Toneladas de desecho a procesar en la fabrica F-2
X, —— Toneladas de desecho a procesar en la fabrica F-3

2) Funcién Objetivo
(¢Cual es el objetivo o meta que se quiere alcanzar ?)

MinZ=15X +10X,+ 20X, “Costo total por procesar
los desechos en las fabricas”
3) Sistema de Restricciones
(;Qué limitaciones deben imponerse a las variables a fin de satisfacer
las condiciones del sistema que este modelo representa?)

0,10X, +0,20X,+ 0,40 X, > 40 “Reduccién del C-1 exigida”
0,45 X, +0,25X,+ 0,30 X,>35 “Reduccién del C-2 exigida”
X, >0, X,>0, X,>0  “Restricciones de no negatividad”

SOLUCION ANALITICA
Método Simplex

Forma normal del modelo

MinZ=15X +10X,+20X,+0S+0S,+M, +M,,
S.a:

0,10X,+0,20X,+0,40X,-S +A =40

0,45X +0,25X,+0,30X,-S,+A,=35

X >0, X,>0, X,>0,51>0, S,>0,A,>0,A,>0
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Simplex Tableau (Iteracién 0)

0,30

0,55M 0,45M 0,70M

15-0,55M | 10-0,45M | 20-0,70M

Solucién Incial
X=0 S=0 Z=80M

X,=0 S,=0
X,=0 A =40
A,=40

Simplex Tableau (Iteracion 1)

0,375

5+0,375M | 10+0,9M -50+0,75M | 50-0,75M

2000+9,99M

10-0,375M -0,09M 50-0,75M

Nueva Solucién
X=0 S=0 Z=2.000+9,99M

X,=0 S,=0
X,=100 A =0
A,=9.99

Simplex Tableau (Iteracion 2)

2.666,66

Nueva Solucién

X, =0 S=13,33 Z=2.666,66
X,=0 S,=0
X,=133.33 A =0

A,=0
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Simplex Tableau (Iteracion 3)

2.666,66

Nueva Solucién
X,=26,66 S=0 Z=2.266,66

X,=0 S,=0
X,=93,33 A =0
A,=0

Simplex Tableau (Iteracion 4)

Solucién Optima
X.=0 8,=0 Z=2.000

X,=100 S,=0

X=50 A =0
A,=0

Interpretacion

La solucién 6ptima alcanzada indica que en la Fabrica-1 no se deben
procesar desechos, mientras que se deben procesar 100 toneladas de
desecho en la Fabrica-2, y 50 toneladas en la Fabrica-3, para minimi-
zar el costo total que en este caso sera de USD 2.000,00

Las variables de holgura S,=0 y S,=0 indican que se cumplen las exi-
gencias de disminuir.

1.4. La Programacion Lineal y la Multicriterialidad

La Programacién Lineal es un método matematico que sirve para opti-
mizar una funcién llamada objetivo sujeta a una serie de restricciones,
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1. La relacién entre las variables debe ser lineal.
2. La funcién objetivo a optimizar debe ser Unica.

Estas caracteristicas se han convertido en los tiempos actuales en des-
ventajas, por cuanto las relaciones que se establecen en los procesos
son en raras ocasiones lineales y los objetivos que se persiguen son
multiples més que tUnicos.

La primera caracteristica (desventaja) puede ser resuelta haciendo
cambios de variables o pueden asumirse relaciones lineales con cierto
grado aceptable de error.

Estudiaremos cinco formas para resolver la segunda caracteristica
(desventaja), la multicriterialidad.

Forma 1. Escoger el criterio mas importante
Se tienen p criterios Z , ZZ,....ZP y se toma Z_ como él mas relevante,
los pasos a seguir seran:

* Incorporar al sistemas de restricciones los restantes criterios
en la forma:

Z{><}Z i=lp; i=m
cota superior o inferior del criterio investigado.

* Resolver el nuevo problema de PL (con las restricciones incor-

poradas) considerando como funcién objetivo la funcién o criterio
Z .

m
es decir, Max o Min Z
El problema se convierte a unicriterial.

Desventajas

*  Resulta dificil poder escoger un criterio como el mayor de un
conjunto de criterios.

*  Es poco exacto poder escoger los valores Z, como términos
independientes.
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Forma 2. Método de la Funcion Ponderada
Formacién de un criterio general en forma de funcién ponderada
cuando hay la posibilidad de medir la significatividad de cada criterio.

Se tienen p criterios Z,, Z,...., Zp
+  Con la ayuda de un experto se escogen los coeficientes de
ponderacién de cada criterio, sean estos a .i=1,n
b b

* Formar el criterio general Z=3) a'Zi con Y a=1
i=1 i=1

* Resolver el problema unicriterial con la funcién Z antes mencionados.
Desventajas:

* La tarea se convierte en compleja cuando los p criterios no se

expresan en una uUnica unidad de medida, e incluso cuando se

refieren a diferentes formas de optimizar (max o min).

+ Es dificil la creacion del sistema de coeficientes de ponderacién
para los diversos criterios.

Forma 3. Método de los pasos sucesivos
Organizar los p criterios en orden de importancia, Z,, Z,..., Zp
*  Resolver el problema para el ler. criterio Z, (el de mayor
importancia), sin tomar en cuenta los criterios restantes. Se

obtiene asi la solucién éptima Z, para el criterio 1.

* Analizar con un experto la posibilidad de disminucién del
criterio en una cantidad f1 (caso de maximo) Z1 < p'.

*  Incluir la restriccién: Z, -B' <Z*1<7Z,
en el sistema de restricciones

*  Resolver el nuevo problema para el criterio Z,, incluyendo
las restricciones c) obteniendo Z,. Aplicar b) y c) para el cri-
terio 2).

*  Repetir los pasos a), b) y ¢) para los restantes criterios, resol-
viendo en cada caso el modelo ampliado en las restricciones
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pertinentes. De esta forma al resolver el criterio p se tendra
la soluciéon multicriterial del problema.

Desventajas:
*  Esun método muy trabajoso y en cada criterio se debe resol-
ver el sistema con una restriccién adicional.

+  Es necesaria la ayuda de un experto en el sistema para el cal-
culo de los b..

Forma 4. Optimizaciéon de Pareto

Deben hacerse todos los puntos extremos del conjunto de puntos extre-
mos de cada solucién obtenida segun cada criterio y escoger aquellas
soluciones en las cuales ningtn indicador técnico econdémico pueda ser
mejorado sin el empeoramiento de otro indicador (6ptimo de Pareto).

Estas soluciones se le presentan al experto que toma las decisiones, el
cual debera tener la solucién 6ptima mas conveniente al sistema. En
la literatura especializada este criterio se toma exclusivamente cuan-
do no hay posibilidad alguna de aplicar los criterios anteriores; este es
un criterio util en el plano teérico.

Desventajas:
+  Este método se torna extremadamente laborioso al tener que
encontrar los puntos extremos de cada uno de los p criterios.
En ocasiones es casi imposible el cdlculo de los puntos extremos
para algunos criterios complejos.

+ Lalabor del experto que toma la decisién se hace muy complejo.

Forma 5. Modelo de programacién objetivo [Goal
Programming Model] o por meta

Se tiene el siguiente problema de PL multiobjetivo:

F.0.,
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F.O.

F.O.

X, >0 i1=1,n

Sujeto a las restricciones siguientes:

1. Se resuelve el problema de PL mono objetivo con cada una de las
k funciones objetivas y se tiene la siguiente notacion

bj - valor 6ptimo del objetivoj (j =1,k )
-d.- sub-evaluacion del objetivo j

+dj- sobre evaluacién del objetivo j

W.- factor peso para -d; +d,=b, - L,

donde Lj = peor valor posible para el objetivo j
+ minimo valor (limite inferior) para el objetivo j ( para objetivos
del tipo de maximizacién).
+ maximo valor (limite superior) para el objetivo j ( para objeti-
vos del tipo de minimizacién).

Es decir, se crea la tabla:
OBJETIVO NUMERO OPTIMO VALOR PEOR FACTOR PESO
i bj Lj Wj

2. Se convierte el problema anterior (k problemas individuales de
PL) en un problema mono objetivo como sigue:

Minimizar Zdj- + Zdj+ G=1,k)
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Sujeto a las restricciones:

n 1 -+
Y CX+Wd-Wd=b

i=1

Nuevas restricciones se
n ) . incrementa una restriccién
> C, X+W,d,-W,d,=b, por cada funcién objetivo del
1=1 problema de multiobjetividad

n k - +
Y CX+W.d -W,d =h,

i=1
n
> a,X{<=,>}B j=1m
i=1
X,,-d,+d >0
Ventajas:
Es un método efectivo para lograr de una vez una gradual
suavizacion de cada uno de los objetivos del problema.
Con trabajar con los valores que da el andlisis de sensibili-
dad para los C, (peores valores de la F. O.) se puede hacer el
andlisis para &l céleulo de L sin necesidad de expertos.
Desventajas:
Es trabajoso al tener que resolverse por separado cada uno
de los objetivos y conformar el nuevo problema global.
n
2 a,X{<=,>}Bj=1m
i=1
Restricciones de Metas. Tienen relacién con las Metas u objetivos
propuestos. Para cada meta se afiade una restriccién del tipo:
n
Y ¢ X +d-+d+ =b,  k=1knimerode metas.
i=1
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La omisién de cualquier tipo de variables de desviacién en las res-
tricciones de Meta ACOTA la meta en la direccién omitida. Omitir
dk- coloca una cuota superior a la meta. Omitir dk+ coloca una cuota
inferior a la meta.

1. Funcién Objetivo: Minimizar las Desviaciones de las Metas.

MinZ =3} d,-+d+ Funcién Objetivo sin prioridad k = 1,k
Min Z = ¥ P, [ wik (d,-) + wik (d,+) Funcién Objetivo con
Prioridad P, y preferencias W, .

Forma 6.- Programacién Lineal Multiobjetivo: PMO
Planteamiento del Problema:
1. Variables:

Variables de Decisién. X: Variables del Sistema: X, >=0
(Son las variables propias del problema de PL que se quiere
resolver).

Variables de Desviacién. (d,-), (d,+) para cada objetivo. Va-
riables de Desviacién: S+ >= 0 (variables que representan
las desviaciones por encima de la funcién objetivo j). S--, >=
0 (Variables que representan las desviaciones por debajo de
la funcién objetivo j).

d,- = desviacién por exceso de la Funcién Objetivo k.
d,+ = desviacién por defecto de la Funcién Objetivo k.

2. Restricciones:

Restricciones del Modelo. Estructuradas. Son las restriccio-
nes que no tienen que ver con las metas.

Las Restricciones de la PMO son también de dos tipos:
+  Restricciones del Sistema: Es el sistema de restricciones
normal del problema de PL. A, {<>}b

Restricciones de Metas u Objetivos: Son las restricciones que
se obtienen de llevar los objetivos multiples a restricciones
del problema.
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3. La Funcion Objetivo Multiobjetivo:

La PMO presenta una tnica funcién objetivo de minimo, en
donde aparecen solamente las variables de desviaciéon que
no son deseadas o que no contribuyen a los objetivos que se
persiguen. Esta funciéon puede tener prioridades o délares
para las variables.

MinZ=YP S, +T P S,

Ejemplo 6 (de Problema Multiobjetivo):
Una Empresa Electrénica fabrica dos clases de productos, se requie-
ren 15 min. para fabricar el producto 1, 24 min. para fabricar el pro-
ducto 2, contando la empresa con 240 horas semanales. Las utilidades
de los productos son de USD 4 para el 1 y USD 5 para el 2. El gerente
del centro tiene un listado de metas a seguir:

Meta 1: Alcanzar utilidades semanales de cuando menos USD
4.000.

Meta 2: Minimizar la cantidad de tiempo extra del centro.
Meta 3: Sobre cumplir con los pedidos comprometidos de 500
unidades de 1 y 400 unidades de 2.

Meta 4: Utilizar todas las horas disponibles en horario normal.
Plantear el problema de Programaciéon Multiobjetivo.

Plantee el Problema de Programacién Lineal Multiobjetivo.

Planteamiento:

Variables de decisién: Variables de desviacién:
X,.- Ton. a producir del P, t-,t+,u-,u+,S -,
X,.- Ton. a producir del P, S,+,S,,S,*
Restricciones:

15 x, +24 x, + t- - t+ = 240x 60 = 14.400 min

4x +5x,+u--ut=4.000 utilidades totales USD
X, + 8x,- -S x,+ = 500 Unidades de P,

X, + Sx,- - Sx,+ = 400 Unidades de P,

Funcion Objetivo:
Min Z = u- + t+ + Sx,- + Sx,- + t-
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1.5. Ejercicios Propuestos PL y PMO

1.- Una familia campesina es propietaria de 125 acres y tiene fondos
por USD 40.000,00 para invertir. Sus miembros pueden producir un
total de 3.500 horas-hombre de mano de obra durante los meses de
invierno (mediados de noviembre a mediados de mayo) y 4.000 ho-
ras-hombre durante el verano. En caso de que se necesite una parte
de estas horas hombre, los jévenes de la familia las emplearan para
trabajar en un campo vecino por USD 1,00 la hora durante los meses
de invierno y por USD 2,00 la hora en el verano. Pueden obtener el in-
greso en efectivo a partir de tres tipos de cosecha y dos tipos de anima-
les de granja: vacas lecheras y gallinas ponedoras. Para las cosechas
no se necesita inversion, pero cada vaca requerira un desembolso de
USD 1.200 y cada gallina costara USD 9.

Cada vaca necesita 1,5 acres, 100 horas-hombre durante el invierno
y otras 50 horas-hombre en el verano; cada una producird un ingreso
anual neto de USD 1.000 para la familia. Las cifras correspondientes
para cada gallina son: nada de terreno, 0,6 horas-hombre en el invier-
no, 0,3 horas-hombre en el verano y un ingreso anual neto de USD 5.
Caben 3.000 gallinas en el gallinero y el corral limita el ganado a un
maximo de 32 vacas.

Las estimaciones de las horas-hombre y el ingreso por acre plantado
con cada tipo de cosecha son:

OBJETIVO NUMERO
Horas-hombre en invierno

Horas-hombre en invierno
Ingreso neto anual [USD]

La familia quiere determinar cuantos acres debe sembrar con cada
tipo de cosecha y cuantas vacas y gallinas debe mantener para maxi-
mizar su ingreso neto. Formule y resuelva un modelo de Programa-
cién Lineal para este problema. Interprete los resultados obtenidos.

2.- Las estimaciones anteriores del ingreso por acre plantado por co-
secha se han hecho suponiendo buenas condiciones del clima. Las con-
diciones adversas dafarian las cosechas y reducirian mucho el valor
resultante. Los escenarios que mas teme la familia son: sequia, inun-
daciones, vientos, sequia y vientos (ambos a la vez) e inundaciones y
vientos (ambos a la vez). A continuacién se muestran los ingresos por
cosecha estimados por la familia para un afo bajo estas condiciones.
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ESCENARIO

Sequia
Inundaciones

Vientos
Sequia y Vientos
Inundaciones y Vientos

Realice los ajustes necesarios al modelo anterior y determine la solu-
cién 6ptima para cada escenario. Interprete los resultados obtenidos.

3.- Con la solucién éptima para cada escenario, incluyendo el de buen
clima, calcule, usando el modelo de cada uno de ellos, el ingreso de la
familia al final de cada afio si en su lugar ocurriera cada uno de las
dem4s escenarios.

A su juicio, jqué solucién proporciona el mejor equilibrio entre lograr un
valor monetario grande con buenas condiciones y evitar un valor moneta-
rio demasiado pequefio bajo condiciones climatolégicas adversas?

La familia tiene los datos del clima de varios afios anteriores y ha
concluido que los escenarios anteriores ocurren segun la siguiente dis-
tribucién estadistica.

ESCENARIO

Buen Clima
Sequia

Inundaciones

Vientos

Sequia y Vientos
Inundaciones y Vientos

Con los datos anteriores, determine cudl de las alternativas de deci-
si6n sobre siembra y cria anteriormente calculadas realiza el maximo
valor esperado para el ingreso familiar.

4.- Una pequenia comparfia que produce grabadoras y radios. En la
siguiente tabla se dan los costos laborales, los costos de materia prima
y el precio de venta de cada producto.

GRABADORAS RADIOS
(DOLARES) (DOLARES)
Precio de venta 100 90
Costo del trabajo 50 35
Costode Materia Prima 30 40
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El 1 de diciembre de 1999, la comparia dispone de suficiente materia
prima para producir 100 grabadoras y 100 radios. En la siguiente ta-
bla se muestra el estado de cuentas de la companiia en la misma fecha,
para lo que se tiene que la razén (Activo/Pasivo), llamada razén actual
de la empresa es de (10.000/10.000)=2.

ACTIVOS PASIVOS
CUENTA (DOLARES) (DOLARES)
Efectivo 10.000
Cuentas por Cobrar 3.000
Inventario Pendiente 7.000
Préstamo Bancario 10.000

Se conoce que la demanda es suficientemente alta como para vender
todos los articulos producidos. Sin embargo, todas las ventas se reali-
zan a crédito y el pago por los productos fabricados en diciembre no se
recibira hasta el 1 de febrero del 2000. Durante el mes de diciembre
se recibiran USD 2.000 por concepto de cuentas por cobrar, pero se
tienen que pagar USD 1.000 al banco del préstamo pendiente y una
renta mensual de USD 1.000.

El 1 de enero la empresa recibird un cargamento de materia prima
por un valor de USD 2.000, que se pagara el 1 de febrero del 2000.
La gerencia de la empresa decidié que el balance de cajas del 1 de
enero del 2000 tiene que ser, por lo menos, USD 4.000. El banco de la
empresa exige también que la razén actual al inicio de afio sea por lo
menos igual a dos.

Para méaximizar la contribucién a la ganancia de la produccién de diciem-
bre (Ingresos por recibir)-(Costos variables de produccién), la empresa
ha de determinar qué cantidad de radios y grabadoras producir ese mes.
Formule y resuelva un modelo de Programacién Lineal para este pro-
blema. Interprete los resultados obtenidos.

5.- Una empresa de arriendo de vehiculos desea establecer la
flota de automdviles, camionetas y jeeps para el presente afo.
Para tales efectos, estudia la adquisiciéon de vehiculos de los tres
tipos. Todos los vehiculos comprados son depreciados y pagados
en un periodo de 2 afios, después del cual son vendidos. La tabla
siguiente muestra el precio de compra y los ingresos del periodo
para los tres tipos de vehiculos (los ingresos para el segundo afio
incluyen el valor de salvataje).
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COSTO INGRESOS PRIMER INGRESOS SEGUNDO

VEHiCULO

[USUSD] ANO [USUSD] ANO [USUSD]
Automovil 7.00 3.000 5.400
Camioneta 6.500 2.300 5.300
Jeep 5.800 2.100 5.000

Aun cuando la empresa puede pagar el costo de los vehiculos inmedia-
tamente, puede también decidir diferir parte del costo de los vehiculos
al final del primer o segundo afio. El costo del crédito es de 14% anual.

La empresa debe pagar por lo menos el 20% de la inversién inicial al
recibir un vehiculo y por lo menos el 50% de la inversién inicial mas
los intereses del crédito deben haber sido pagados al final del primer
ano. La empresa dispone de USD 2.000.000,00 para la compra de ve-
hiculos este afio. La compafiia usa una tasa de descuento del 15% para
efectos de financiamiento (es decir, USD 100 hoy valen USD 85 dentro
de un ano). Todo excedente en cualquier ano es invertido en otros ru-
bros y, por lo tanto, no puede considerarse en pagos futuros.

Formule un modelo de Programacién Lineal para el problema. Inter-
prete los resultados obtenidos.

6.- Una empresa (firma) consultora y auditora A & B ha recibido el
pedido de tres nuevos clientes para que los asesore en la realizacién de
auditorias internas. Tomando en cuenta que los contadores de la firma
estan muy cargados de trabajo, el gerente desea acomodar los nuevos
clientes a los cuatro contadores que tienen la menor carga de trabajo
en estos momentos. Como los cuatro contadores tienen otros trabajos
que realizar, cada uno de ellos podria realizar la asesoria solo a uno
de los clientes. La firma desea realizar la seleccién de forma eficiente,
y para ello ha estimado el tiempo que cada uno de ellos tardaria en
realizar la asesoria, para lo cual se ha basado en la experiencia y ha-
bilidades personales de cada uno de los cuatro contadores. En la tabla
que sigue se muestran las estimaciones de tiempo (en horas) hechas
por la firma, para cada contador por asesorar a cada cliente.

CONTADOR CRITICOS S.A. FRUTAS S.A. AGRO ABC

Rodriguez
Morales
Pérez
Hernandez
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La compania desea asignar un contador a cada cliente, de forma tal
que ellos terminen el trabajo en el menor tiempo posible.

Formule un modelo de Programacién Lineal para el problema. Inter-
prete los resultados obtenidos.

7. Determinaciones Nutricionales: Como PL:

a) Proporcionar 63.000 miligramos de proteina, 10 miligramos de hie-
rro, 15 miligramos de niacina, 1 miligramo de tiamina y 50 miligra-
mos de vitamina C.

Comidas posibles: espagueti, carne de pavo, papas gratinadas, espi-
nacas y pastel de manzana.

Normas: Cada 100 gramos de estos alimentos la cantidad de cada nu-
triente se ve en la TABLA

N(l;lgwllgl?'ll'E PROTEINA HIERRO NIACINA TIAMINA VITAMINA C GRASA
Espaguetti 5.000 1,1 14 0,18 0,0 5.000
Pavo 29.300 18 54 0,06 0,0 5.000
Papas 5.300 0,5 09 0,06 10,0 7.900
Espinacas 3.000 2,2 0,5 0,07 28,0 3.00
Pastel de Manzana 4.000 1,2 0,6 0,15 3,0 14.300

Restricciones: No servir mas de 300 gramos de espaguetis, 300 gramos
de pavo, 200 gramos de papas, 100 gramos de espinaca y 100 gramos
de pastel de manzana.

Minimizar la cantidad de grasas.

b) Ahora se le pide plantear el problema como Programaciéon Multiob-
jetivo:

Ahora se toman en cuenta los costos de los alimentos: USD / 100 gramos
espagueti 0,15; pavo 0,80, papa 0,12, espinaca 0,20, Pastel 0,51.

Metas propuestas por el Hospital:

USD 2/comida, no méas de 55.000 gramos de grasa.

Penalizaciones. 1 por exceso de cada USD del costo de la comida. 0,09
por exceso de cada miligramos de grasa.

Plantee ahora el problema con los dos objetivos propuestos.
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8. Problema de PMO:

Un agricultor tiene 400 hectareas (ha) de tierra donde puede sembrar
maiz, trigo y soya. Cada hectarea de maiz cuesta USD 500 en pre-
paracion, requiere 7 dias-hombre de trabajo y produce una ganancia
de USD 150. Una hectarea de trigo cuesta USD 600 en preparacion,
requiere 10 dias-hombre de trabajo y produce una ganancia de USD
200. Una hectarea de soya cuesta USD 350 en preparacién, requiere 8
dias-hombre de trabajo y produce una ganancia de USD 100. El agri-
cultor dispone de USD 500.000 para preparaciéon y puede contar con
8.000 dias-hombre de trabajo.

Se quiere plantear el problema anterior de forma multiobjetivo con los
siguientes objetivos:

a.- Maximizar la utilizacion de las hectdreas para la siembra.
b.- Disminuir los dias-hombres de trabajo.
c.- Obtener la mayor ganancia.

9. Problema de PMO:

El Pais A quiere desarrollar un proceso de impuestos a sus trabaja-
dores. La base anual de los impuestos sobre propiedad es de millones
USD 550. Las bases de impuestos anuales sobre alimentos y medica-
mentos son de USD 35 y USD 55 millones respectivamente.

Se calcula que el consumo local de gastos de gasolina es de USD 7,5
millones. Se quiere encontrar las tasas de impuestos para la propie-
dad, los alimentos, los medicamentos y la gasolina de forma que usted
plantee el Problema de PMO con las siguientes metas:

a) Los ingresos anuales por impuestos deben ser mayores a
USD 16 millones;

b) Los impuestos sobre alimentos no deben exceder el 10% de
todos los impuestos recaudados;

¢) Los impuestos sobre medicamentos no deben exceder el 20%
de todos los impuestos;

d) El impuesto sobre gasolina no puede exceder de los USD 2
millones.

10. Problema de PMO:

Una empresa fabrica 3 productos A, By C. El tiempo de prensado de cada
producto es el siguiente: 5 horas para A, 12 horas para B y 8 horas para
C. La empresa cuenta con 340 horas para el equipo de prensado. Las uti-
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lidades de los productos son: USD 1.000 para A, USD 1.450 para By USD
2.500 para C. Las metas que ha fijado la empresa son:

Meta 1: Utilizar toda la capacidad de produccién existente.
Meta 2: Sobre cumplir las metas semanales de demanda, 20
unidades de A, 24 unidades de B y 15 unidades de C.

Meta 3: Limitar el tiempo extra a 40 horas.

Meta 4: Obtener Utilidades Maximas de USD 200.000 o mas.
Plantee el problema de Programacién Multiobjetivo.
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Capitulo 2. Programacion del Transporte
2.1. Formulacion del Problema de Transporte
Transportar un tnico producto homogéneo dado un origen o puntos de
embarque hasta n destinos de forma tal que satisfaga las demandas

de los destinos, las ofertas de los origenes y se minimice el costo total
de transportacion.

Costos de transportacion
Ci]. - costo unitario de transportar del origen i al destino j.

O = Oferta Total = Ya,
D = Demanda Total = ij

Caso a) Problema en Equilibrio: O =D
Caso b) Problema en Desequilibrio: O # D

Para resolverlo se necesita crear origenes o destinos ficticios con costos
de transportacién cero que asuman la diferencia o déficit y que lleven
el problema al caso a.

2.1.1. Planteamiento del Problema

Variables.-

Xij.- Cantidad de unidades a transportar dado el origen i hasta el
destino j.

X.>=0
ij
Restricciones.--
Restricciones de origenes:
Z X.= a, 1=1,...,m
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Restriccién de destino:

z xij=b]., j=1,...,n

Funcién Objetivo:

MinZ= ) ) xc,

2.1.2. Ejemplos Resueltos

Ejemplo 7:

Una compaifiia productora de productos enlatados tiene 3 fabricas de
enlatar (1, 2 y 3). Dicha produccién se envia por camién a cuatro alma-
cenes de distribuciéon (Almacén 1, Almacén 2, Almacén 3 y Almacén
4). Se quiere hacer un estudio de la transportacién con ventas a mini-
mizar los gastos, en la tabla se estiman: la produccién de las enlata-
doras, las necesidades de los almacenes y los costos de transportacién
de transporte cargado para cada combinacién de enlatadora-almacén.
Determine el plan de transportaciéon con minimo costo.

ALMACENES (CARGA DE
COSTO DE EMBARQUE POR CAJA | coSTO POR CAMION CARGADO)|  CAMION)

PRODUCCION
464

ENLATADORAS 352
995

ASIGNACION - 80

Planteamiento:
X,.- Cantidad de cargas por camién que se envian de la enlatadora i
al almacén j.

X, >=0

Min Z = 464x , +513x,, + 654x , + 867x , + 352x,, + 416x,, + 690x,, +
791x,, + 955x,, + 682x,, + 388x,, + 685x,,
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X1l  +X12 +X13 +X14 =75
+X21 +X22 +X23 +X24 =125
+X31 +X32 +X33 +X34 =100
X11 +X21 +X31 =80
X12 +X22 +X32 =65
X13 +X23 +X33 =70
X14 +X24 +X34 =85

Solucién Optima:
Xl1:X13:X23:X24:X31:X32:0
X,,=20 X =55 X, =80 X =45 X =70 X=,

Min Z = USD 135.479

Enlatado 1 20+ 55=175 Almacén 1 80
2 80 +45=125 2 20 +45 =65

3 70+ 30 =100 3 70
4 55+30=85

Las variables significan las cantidades de carga por camiones que se
transportaran desde cada origen hasta cada destino.

Ejemplo 8:

Una empresa dedicada a la fabricaciéon de componentes de ordenador tie-
ne dos fabricas que producen, respectivamente, 800 y 1.500 piezas men-
suales. Estas piezas han de ser transportadas a tres tiendas que necesi-
tan 1.000, 700 y 600 piezas, respectivamente. Los costes de transporte, en
pesetas por pieza son los que aparecen en la tabla adjunta. ;Cémo debe
organizarse el transporte para que el coste sea minimo?

COSTOS DETRANSPORTE
UNITARIOS i TIENDA B TIENDA C
Fabrica I 3 7 1
Fébrica II 2 2 6
Ejemplo 9:

La Compariia Plantas ABC tiene plantas en las ciudades A, By C. Sus
centros de distribucién principales son D, y D,. Las capacidades de las
plantas durante el trimestre préximo son 1.000, 1.500, y 1.200 auto-
moviles. Las demandas trimestrales en los dos centros de distribucién
son de 2.300 y 1.400 vehiculos. El costo del transporte de un automoévil
por tren es de 8 centavos por milla. El diagrama de las distancias reco-
rridas entre las plantas y los centros de distribucién son:
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A 1.000 1.690
B 1.250 1.350
C 1.275 850

Esto produce en costo por automévil a razén de 8 centavos por milla
recorrida. Produce los costos siguientes (redondeados a enteros), que
representan a C " del modelo original: La tabla de transporte sera:

COSTOS OFERTAS
A 80 135 1.000
B 100 108 1.500
C 102 68 1.200
Demandas 2.300 1.400

2.2. Solucion del problema del transporte como técnica
particular

El modelo de transporte tiene su técnica particular independientemen-
te de que puede ser tratado como un problema de Programacién Lineal,
como ya se ha visto anteriormente. Para resolver el modelo de transporte
debe plantearse primero la solucién basica inicial (métodos de solucién
inicial) y posteriormente la solucién éptima (método de solucién Final).

2.2.1. La técnica de transporte: como modelo particular de PL
(Método Simplex)

Los pasos basicos de la técnica de transporte son:

Paso 1: Determinar una solucién factible inicial. Aplicando uno de los
métodos de solucién inicial de transporte.

Paso 2: Calcular la variable que entra en la base entre las variables no
basicas. Si se cumple la condicién de optimidad (del método simplex),
detener el proceso; sino ir al paso 3.

Paso 3: Calcular la variable que sale (mediante el uso de la condi-
cién de factibilidad) de entre las variables de la solucién basica actual;
Se aplica el proceso de transformaciones elementales para obtener la
nueva solucién basica. Regrese al paso 2.
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2.3. Métodos para el calculo de la Solucién Inicial en
Problemas de Transporte.

Podemos obtener una Solucién Basica Factible inicial (SBF) para un
problema de transporte balanceado > O, = ZDJ.. mediante el método de
la esquina Noroeste, el método de costo minimo, o el método de Vogel.

2.3.1. Método de la Esquina Noroeste:

El método se basa la ubicacién en la esquina superior izquierda del
mayor valor posible entre las ofertas del origen y las demandas del
destino. El método se plantea en equilibrio, es decir cuando las Ofer-
tas totales son iguales a las demandas totales.
El método se plantea como sigue:

Sea i=1, j=1 la Esquina Noroeste Sean Xij=0 1=1,n; j=1,m:

Paso 1: X Min {Oferta O,, Demanda D} Al menor entre O, y
D se le hace CERO y al Mayor se le resta el menor
y se actualizan las ofertas y demandas. Ir al Paso 2.

Paso 2: Continuar el proceso X, en forma idéntica al Paso 1
parai=1i+ 1, sila de demanda o la oferta se hace
cero se abandona el proceso para esa fila o columna.

Hacer j =j + 1. Ir al Paso 1 si existen valores de las
ofertas y demandas diferentes de cero.
En caso contrario se para el proceso.

Los Valores de las casillas Xij, deben incluir (m+n-1) valores diferentes
de cero, que representan la solucién inicial bésica factible; en caso de
no ser asi se aiiaden valores ceros a las soluciones hasta tener exacta-
mente m+n-1 soluciones.

2.3.2. Método del Costo Minimo:

Este método se puede estudiar en tres formas: el método del costo mi-
nimo por filas, el método del costo minimo por columnas y el método
del costo minimo de la matriz, que es el mas importante.

Meétodo del Costo Minimo por Filas (Columnas):

Este método se basa en ir buscando la solucién inicial por la via del
calculo de la solucién minima por filas (columnas) de la matriz del
problema:
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Costo Minimo por fila. Sean Xij=0 i=1,n;j=1i, m
Tomemos 1=1 (Minimo por fila, se inicia en la primera fila):

Paso 1: Buscar la casilla (i,)) en la fila i, con el valor minimo de
los costos C; para j=1,m
Enla casﬂla (i,j) se toma X,,j = Min {Oferta O,, Demanda
Dj}. Al menor entre O, y D] se le hace CERO' y al Mayor
se le resta el menor y se actualizan las ofertas y deman-
das. Ir al Paso 2.

Paso 2: Si O, # 0, buscar el siguiente valor menor de los costos
en dicha fila. Ir al Paso 1.

Si O, =0, Haceri=i+ 1 Ir al Paso 1 mientrasi<n+1en
cuyo caso el proceso concluye. Fin.

Los Valores de las casillas Xij, deben incluir (m+n-1) valores diferentes
de cero, que representan la Solucién Basica Factible inicial; en caso de
no ser asi se aiiaden valores ceros a las soluciones hasta tener exacta-
mente m+n-1 soluciones.

El proceso para el costo Minimo por Columnas es analogo pero hacien-
do el tratamiento ahora por columnas.

Método del Costo Minimo de la Matriz:

Este método es mas conveniente que los anteriores, en si es la
combinacién de ambos. Aqui se van buscando los costos minimos de
la matriz, sin distincién de filas o columnas, se van descontando los
valores O1y Dj respectivamente, tal y como se describe en los métodos
anteriores y concluye cuando se hagan cero las ofertas y demandas
OiZDjZO,iZI,n;jZL m.

2.3.3. Método de Solucién Final: (También llamado
Método de los Potenciales)

Obtener la solucién éptima para un problema de transportes (Métodos
de la Solucién Final).

Paso 1: Si el problema no esta balanceado, balancéelo.

Paso 2: Utilice uno de los métodos descritos anteriormente

para obtener una Solucién Basica Factible.
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Paso 3: Utilice el hecho de que U =0, y Ui+V].=Cij en todas las
variables bdsicas para encontrar (U,U,.U_V V,.V)
para la sbf actual.

Paso 4: 51U, +V, - C, es menor o igual a cero para todas las
variables no basicas, entonces la SBF actual es éptima. Si no
es asi se introduce la variable con valor més positivo de U, +
V. —Cij en la base. Para hacer esto, encuentre un circuito ce-
rrado (se puede demostrar que solamente existe un circuito
cerrado) que contiene la variable que entra y algunas de las
variables béasicas. Después, tomando en cuenta solamente
las celdas en el circuito cerrado marque las que se encuen-
tren alejadas en nuimero par (0, 2, 4, 6,...) de celdas de la
variable que entra como celdas pares. También marque las
celdas en el circuito cerrado, que se encuentra un nimero im-
par de celdas de la variable que entra como celdas impares.
Ahora encuentre la celda impar cuya variable toma el menor
valor. Llame este valor teta. La variable correspondiente a
esta celda impar saldra de la base. Para realizar el pivoteo,
disminuye el valor de cada celda impar en teta y aumenta el
valor de cada celda par en teta. Los valores de las variables
que no se encuentran en el circuito cerrado permanecen sin
cambio. Ahora se completé el bloqueo.

Si teta es igual a cero, la variable que entra sera igual a
cero, y una variable impar que tiene un valor actual de
cero, saldra de la base. En este caso, existia una sbf dege-
nerada antes del pivoteo y resultard después del pivoteo.

Si mas de una celda impar en el circuito cerrado es igual a teta. Puede
escoger arbitrariamente una de estas celdas impares para que salga
de la base; se obtendra una vez méas una SBF degenerada. El pivoteo
produce una nueva SBF.

Paso 5: Regrese a los pasos 3 y 4, utilizando la nueva SBF. Para un
problema de maximizacién, proceda como se especifico,
pero cambie el paso 4 por el paso 4.

Paso 6: 51U, +V, —C, es mayor o igual a cero, para todas las
variables no basicas, entonces, la sbf actual es éptima. De otra
manera, coloque la variable con el valor mas negativo de U, +
VJ. — Cij en la base mediante el procedimiento de pivoteo.
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Ejemplo 10:

Obtenga una Solucién Basica inicial por el método de la Esquina No-

roeste en el siguiente problema:

CONTADOR

D 0
2 3 4 0
10 0 20 1|15
X11 X12 X13 X14
) 12 7 9 20 |25
X21 X22 X23 X24
5 0 14 16 8 |5
X31 X32 X33 X34
5 15 15 10

Aplicando el algoritmo antes explicado se obtiene:

1. x,, =5, se tacha la columna 1. Por lo tanto, no se puede hacer otra asigna-
ci6n en la columna 1. La cantidad que falta en el renglén 1 son 10 unidades.
2. x, =10, se tacha el renglén 1y faltan 5 unidades en la columna 2.
3. x,,=5, se tacha la columna 2 y faltan 20 unidades en el renglén 2.
4. x,, =15, se tacha la columna 3 y faltan 5 unidades en el renglén 2.
5. x,, =5, se tacha el renglén 2 y faltan 5 unidades en la columna 4.

6. x,, =5, se tacha el renglén 3 o la columna 4. Como solo un renglén o
una columna se mantienen sin tachar (n+m-1), el proceso llega a su fin.

La solucién béasica inicial resultante se presenta a continuacién.
Las variables bésicas son x,, = 5, x,, =10, x,, =15, x,, =5 y x,, = 5. Las
variables restantes son no béasicas en el nivel cero. El costo de trans-

porte asociado es:

5x,+10x,+5x+15x,+5x, +5x .= USD 410.

1 3 4
1 5 10 15
2 5 15 5 25
3 5 5
5 15 15 10

Las soluciones iniciales cumplen m +n— 1 = 6. La regla de la Esquina Noroeste
no siempre produce el niimero adecuado de variables bésicas, en este caso da

solucién no degenerada.

Aplicando el método de los potenciales a la solucién inicial dada anteriormente:

u, +v, =10
u +v,=0
u,+v,=7
u,+v,=9
u, +v, =20
u,+v,=18
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Haciendo u, = 0 se obtienen los resultados siguientes: u, = -7, u, = -2,

v, =17 v,=7,v,=9;v,=20

se obtiene la tabla de las variables duales siguiente: u, + v, -y

V1=17 V2=7 V3=9 V4=20
V=7 10 [0 [20 [T |15
50J 10+ \ \
=0 12 7 9 20 |25
50 15 5+
U2 0 14 6 8|5
+0J | | 5- 1]
5 15 15 10
[1 =5y se obtiene la nueva iteracion:
1 2 3 4
1 10 0 20 11 (15
15
: 1. [z 7] T @
0 15
3 0| 14| 16| [18_|5
5
5 15 15 10

Aplicando nuevamente el sistema de variables duales:

u, +v,=0
u,+v, =12
u,+v,=7
u,+v,=9
u,+v,=20
u,+v, =0

Haciendo u, = 0 se obtienen los resultados que aparecen en la tabla

Vi=5 V2=0 l V3=2 l V4=13 l
_ 10 0 20 11|15
Ut=0 5. 0-0 -18 | +2 | +O
Uo7 [12 7 9 20 |25
0 0+ 0 00
U3=-5 0 (14 (16 8 |5
-19 | -19 | -10 |
15 15 10

0
5
=10
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La nueva solucién sera:

— &z g &10 [T %

) [z a £ ERES

. 0 Lm &15 & &5
g 15 15 10

Resolviendo nuevamente el sistema de variables duales:

u+v,=0
utv, =11
u,tv, =12
u,tv, =7
u,tv, =9
u,+v, =0

Haciendo u, = 0 se obtiene la tabla:

Vi=5 V2=0 V3=2 V4=11

U1=0 | K . lo | ] (20 | ) 11|15

s @(1)1: 7| . o | (20 |25

u3=-5|, o | . 4 | e | 118 |5
5 15 15 10

Y se obtiene la Solucién éptima:

X,=5; X, =10; X,=10; X,,=15; X, =5 X, =X,=X, =X, =X

31 11 13 21 24 32
- X33 - X34 =0

Min Z = USD 216

2.4. Explicacion del Método de los Multiplicadores con
un Método Simplex

La relacién que existe entre el Método Multiplicadores y el Método
Simplex se puede establecer demostrando que cpq segun se define, es
igual directamente a los coeficientes de la funcién objetivo de la tabla
simplex asociada con la iteracién actual.
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Para mostrar como se obtiene el problema dual para el Método del
Transporte, considérese primero el caso especial de n=2 y n=3 que
se indica en la tabla 6-15. Sean las variables duales u, y u, para las
restricciones de las fuentes y v,, v,, y v, para las restricciones de los
destinos. El problema dual se convierte en:

Maximizar w = (a,u,+a,u,) + (b,v,+b,v,+b.v.)

Sujeto a:

ul +V1 <= cll

ul +V2 <:CIZ

ul +V3 <:CIS

u2 +V1 <:C21

u2 +V1 <:C22

u, v, <=czg. .

u, u,, v,, v, V,, Irrestrictas

El problema dual correspondiente esta dado por:
Maximizar w =)m, a u, +>nb, v,
sujeto a:

u, + v, <=c; para todas lasiy]j
wyv irrestrictas

La evaluacién de las variables no béasicas se determinan mediante
la sustitucién de los valores actuales de las variables duales en las
restricciones duales, y después tomando la diferencia entre sus miembros
primero y segundo. Los valores de las variables duales se pueden
determinar observando que las restricciones duales correspondientes a
una variable basica se deben satisfacer como ecuaciones escritas.

En realidad en la iteracién 6ptima los multiplicadores producen los
valores duales 6ptimos directamente.

Enlo antes expuesto se asigna un valor arbitrario a una de las variables
duales que indica que los multiplicadores simplex asociados con una
solucién bésica dada no son Unicos. Esto puede parecer inconsistente
con los resultados donde los multiplicadores deben ser tnicos.
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2.4.1. Método de Aproximacion de Vogel (VAM) - Método de
Solucioén Inicial

Este método es heuristico y suele producir una mejor solucién inicial
que los dos métodos antes descritos. De hecho, VAM suele producir
una solucién inicial 6ptima, o préoxima al nivel 6ptimo.

Los pasos del procedimiento son los siguientes:

Pasol: Evaldese una sefializaciéon para cada renglén restando el me-
nor elemento del costo del renglén del elemento de costo menor si-
guiente en el mismo rengldn.

Paso 2: Identifiquese el renglén o columna con la mayor penalizacién,
rompiendo empates en forma arbitraria. Asignese el valor mayor posi-
ble a la variable con el costo mas bajo del renglén o columna seleccio-
nado. Ajustese la oferta y la demanda y tachese el renglén o columna
satisfecha. Si un renglén o columna se satisfacen al mismo tiempo,
solo uno de ellos se tacha y al renglén restante se le asigna una oferta
cero. Cualquier renglén o columna con oferta o demanda cero no debe
utilizarse para calcular penalizaciones futuras.

Paso 3:

a.- Si solo hay un renglén o columna sin tachar, deténgase.

b.- Si solo hay un renglén con oferta positiva sin tachar,
determinense las variables basicas del renglén a través del
método del costo minimo.

c.- Si todos los renglones y columnas sin tachar tienen oferta o
demanda cero asignadas, determinese las variables basicas
cero a través del método del costo minimo. Deténgase.

d.- De lo contrario, calcilense las penalizaciones de los renglones
y columnas no tachados y después dirijase al paso 2.

PR = Penalizacién de Renglén

PC = Penalizacion de Columna
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1 10| Lo | [20 | (11 [15 |10
) (12| 7] 9| (20 [25 |2
3 0| (14| 16| (18 |5 |14

5
PC 5 15 15 10

10 7 7




1 2 3 4 PR
] 10 0 20 |15 il
) 12 7 9 20 (25 |10 |2
15
s ] L] L] L [°
oc |5 5 15 10
- 7 i 9

2.5. Ejercicios Resueltos

Ejemplo 1:

Una companiia envasa 75, 125 y 100 cajas de guisado en sus unidades
“Cannery 17, “Cannery 2” y “Cannery 3” respectivamente, y transporta
dicho producto en camiones hacia sus almacenes “Warehouse 17, “Ware-
house 27, “Warehouse 3” y “Warehouse 4”. Sus 4 almacenes tienen una
demanda de 80, 65, 70 y 85 cajas de guisado respectivamente. El costo
de transporte por cajas de guisado se muestra en la siguiente tabla. La
compafiia quiere saber como se deben distribuir los envios de manera que
se cumplan las ofertas de envase en sus tres unidades, se satisfaga las
demandas de sus 4 almacenes y el costo de transportacién sea minimo.

Tabla con los costos de transportacion
WAREHOUSE 1 WAREHOUSE 2 WAREHOUSE 3 WAREHOUSE 4

Cannery 1

Cannery 2

Cannery 3
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Solucién

. Grafo asociado al problema.
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. Modelaciéon Matematica

Variables de decisién
*jj: Cantidad de cajas de guisado transportadas desde la unidad has-

tael almacénj; i=1.3, j=1.4

Definiendo el sistema de restricciones

X11+Xn1 +X27 =80

x11+x12+x13+x14=75 177217731
- . Xp +Xp) +X33 =63 . :
Xo| +Xpy +Xp3+Xy, =125 Restricciones de Origen Restricciones de Destino

X3 tX3p tX33+ X3y

X3 +Xp3+x33 =70

=100 X4 +Xp4 +X34 =85

%3720 Condicién de no negatividad
Definiendo la Funcién Objetivo

min —z =464x | +513x5 +654x 3 +867x |4 +352x 1 +416xX 55 +690x 33 +791x 4 +995x 31 +682x 3, +388x33 +685x3,
. Aplicando el método de los Multiplicadores

Nota: Como la oferta total (75+125+100-300) es igual a la demanda total
(80+65+70+85=300)el problema de transporte anteriormente formulado
esta bien definido, es decir existe una soluciéon 6ptima.

*  Paso 1. Obtencién de una solucién basica factible (Método de Apro-
ximacién de Vogel).
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Nota: La solucién basica factible obtenida por el Método de Aproxima-

cién de Vogel es no degenerada porque m+n-1=3+4-6=8 solucio-
nes distintas de 0.

*  Paso 2. Determinacion de la variable que entra en base. (Iteraciéon 1)

Se determina la solucién de sistema (asociado a las variables basicas)

uy +v, =513
uy +vy =867
uy +v; =352
u, +v, =416
uy +vy =388

uy +v, =685

Se determina de todas las variables no basicas las que cumplan
up +v;j=cj >0

Xy iup+vy—c; =0+255-464<0

Xy3 iUy +v3—c;3 =0+570-654<0

Xp3 iUy +V3 —Cp3 =—97+570-690 <0

Xog iUy +Vy —Coy =-97+867-791=173<0

X3 iUz +Vv; —c3 =—-182+255-995<0

X3y tUzy +Vy —C3p =—182+513-682<0
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Como ninguna variable no basica cumple con el criterio se ha alcanza-
do la solucién 6ptima.

Respuesta
=;: Cantidad de cajas de guisado transportadas desde la unidad hasta
elalmacénj;i=1.3, j=1.4

2.6. Ejercicios propuestos

+  Ejercicio 1.

Una fabrica de piensos compuestos dispone de tres plantas diferentes de
fabricacion y cinco almacenes para la distribucion mensual. Las cantida-
des fabricadas en cada planta son de 60, 80 y 90 t. al mes. Las cantidades
mensuales solicitadas por los almacenes son 20, 60, 80, 40 y 10 t., respec-
tivamente. La matriz de costes por unidad de transporte es:

7 3 2 4 2
C=|6 5 8 3 4
3 25 71

(Cudl es el precio minimo de transportar la demanda solicitada al mes?

*  Ejercicio 2.

Una empresa dispone de tres almacenes desde donde distribuir sus
productos a cuatro tiendas. La distancia en Km desde cada almacén a
cada una de las tiendas es:

ALMACEN/TIENDA DISPONIBILIDAD
80 130 40 70

110 140 60 100
60 120 80 90

Cada tienda necesita 100 productos mensuales. El coste de transporte
por producto es de 1.000 u.m. por embarque méas 5 u.m. por Km. Resol-
ver por el método de los Multiplicadores usando método de la Esquina
Noroeste y Vogel. Comparar ambos resultados.
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*  Ejercicio 3.
Resolver el siguiente problema de transporte:

OFERTA

5 10 15 8 9 7 30

14 13 10 9 20 21 40

15 1 13 25 8 12 10

9 19 12 8 6 13 100
DEMANDA 50 20 10 35 15 50

Utilizar Vogel y Costo Minimo, y comenzar con la SBF de menor valor
para la funcién objetivo.

+  Ejercicio 4.
Las tarifas aéreas por t. entre siete localidades son las siguientes:

OFERTA 1

Cierta empresa debe embarcar un determinado articulo desde las lo-
calidades 1, 2, 3 hacia las localidades 4, 5, 6, 7. Deben enviarse, res-
pectivamente, 70, 80 y 50 t. de las tres primeras localidades y deben
recibirse, respectivamente, 30, 60, 50 y 60 t. en las cuatro ultimas. El
transporte puede realizarse a través de localidades intermedias con
un coste igual a la suma de los costes para cada una de las etapas del
trayecto. Determinar el plan 6ptimo de transporte (Utilizar Vogel).

+  Ejercicio 5.

Cierta compania posee un centro comercial en cada una de las ciu-
dades 1, 2 y 3. A cada uno de estos centros llegan mensualmente 10
camiones que se envian desde dos centros de distribucién A y B, los
cuales disponen de 15 camiones cada uno.

El transporte se realiza por carretera pero como el peso de camiones supera
el limite permitido por la carretera de acceso desde A hasta la ciudad 3, no
hay posibilidad de abastecer el centro comercial de la ciudad 3 desde A.
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Los costes de transporte, por camién, entre los centros de distribucién
y los centros comerciales vienen expresados en la siguiente tabla:

a) /,Como realizar el transporte para que el coste total sea minimo?

b) En la ciudad 2, se instala en periodo experimental un sistema que
permite cambiar cada remolque de camién por un vagén de ferrocarril.
Desde 2 hacia 1 y 3 se podra utilizar el transporte por ferrocarril. El
centro A decide utilizar este sistema experimental. En principio solo
lo utilizaria el centro A pues existe la sospecha de que se ocasionarian
retrasos en los envios. Necesitas tener en cuenta el coste de transporte
por ferrocarril desde 2 hasta 1y 3 que es de 4 u.m. y 1 u.m. por vagén
utilizado, respectivamente.

Determinar el nimero de camiones y vagones que se envian desde
cada centro de distribucién a cada ciudad, para que el coste del trans-
porte sea minimo.

¢) Una vez comprobado que los retrasos no son excesivos el centro B
decide estudiar la posibilidad de utilizar, junto con A, el transporte
por ferrocarril. ;Cémo se modifica el coste de transporte?

+  Ejercicio 6.

Una empresa energética dispone de tres plantas de generacién para
satisfacer la demanda eléctrica de cuatro ciudades. Las plantas 1, 2
y 3 pueden satisfacer 35, 50 y 40 millones de Kw/h respectivamente.

El valor maximo de consumo ocurre a las 2 PM y es de 45, 20, 30 y 30
millones de Kw/h en las ciudades 1, 2, 3 y 4, respectivamente. El costo
de enviar 1 Kw/h depende de la distancia que deba recorrer la energia.

La siguiente tabla muestra los costos de envid unitario desde cada
planta a cada ciudad. Formule un modelo de Programacién Lineal que
permita minimizar los costos de satisfaccion de la demanda maxima
en todas las ciudades.
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Hacia Oferta
Desde Ciudad1 Ciudad 2 Ciudad 3 Ciudad 4 (Millones Kwh)

Planta 1
Planta 2
Planta 3

Demanda
(Millones Kwh)

2.7. Conclusion

Se han presentado varios métodos para obtener una solucién al problema
de transporte u otro semejante. Una consideracién muy importante que hay
que tener en cuenta con cualquier método que se utilice, es que el problema
de transporte no siempre puede aislarse y resolverse dentro de sus propios
limites. El transporte es tan solo una parte de todo el sistema de distribucién
de la compariia. Es muy dificil resolver el mejor programa de transporte en
términos de servicio y bajo costo. Esa drea de la empresa requiere de una
constante atencidon para incorporar los cambios necesarios, y es una dificil
tarea para cualquier grupo de investigaciones de negocios.

Modelos de Redes

Los modelos de redes como problemas de optimizacién son casos espe-
ciales de la Programacién Lineal. Por lo tanto, son modelos de redes
las siguientes aplicaciones:

Problemas de transporte, problemas de redes eléctricas, problemas de
comunicacién en general, redes hidraulicas, redes de sistemas de infor-
macidn, arboles de decision, diagramas de flujo, etc.

Con el desarrollo computacional los algoritmos heuristicos y de optimiza-
cién de solucién de redes han cobrado una importancia muy significativa
en la solucién de problemas de la vida real aplicados a la economia, pro-
duccidn, servicios, administracién de empresas, sistemas logisticos, etc.

Definicion de Red

El concepto de red se transforma en el objetivo principal del anélisis de re-
des. En forma general, se define una red como la representacion grafica de
las relaciones entre los elementos de un conjunto de puntos denominados
vértices. Algunos autores lo llaman grafo. Un concepto més estructurado
desde el punto de vista matematico es el que presentamos a continuacién.
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Definicion de Aplicacion o Funciéon Multivoca

Sea una funcién F: V - V', una funcién que a cada elemento de ve V
le hace corresponder ninguno, uno o varios elementos de la imagen v’e
V’. Donde los V representan los vértices.

v T8
pm—rt y —
/ : V¥ €
f o [ i B, Zyeeen
- V¥ -
o — i o

Concepto de Red o Grafo G(N, A): es la representacién grafica de
una funcién multivoca donde N es el conjunto de nodos o vértices de
la red y A es el conjunto de arcos o ramas que vinculan los nodos.

Clasificacion de las redes:

Redes Orientadas o Dirigidas

Cuando se vinculan dos nodos (i, j) se obtiene un elemento llamado
arco. Los elementos (i, j) de este arco A en las redes orientadas poseen
una direccién y un sentido.

r’
"\.
N"
"\. .-'

Un camino donde su vértice 1n1c1a1 colincide con su vértice final se
llama Circuito.

(1} 1)
Y >

5 .-"!'H.

Rrp | 13

W,
\, Fl "4} NODOS N={1,2,3,4,5)
. T ARCOS A={(1,2), (1,3), (2,3), (2,4), (3,4), (2,5),
s Dl § (4,5)}
i D
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Redes no orientadas
Cuando los elementos (I, J) de A no poseen direccién y sentido se les
llama Rama.

T .-'T'h._
'M.I_-:l L.J_-"
Fama

A una sucesién de ramas sucesivas se les llama Ruta.

@'-_____@ ___—':-ﬁ

Una ruta donde su vértice inicial coincide con su vértice final se le
llama Lazo o Ciclo.

'

i1 L2}
Lo L
4 W3

Ejemplo de red no orientada.

Tipos de Redes

Las redes pueden clasificarse en diferentes tipos, pero las mas
conocidas son:

. Red conexa,
. Arbol, y
. Arbol de expansién.

- Concepto de Red conexa: es una red en la cual cada dos nodos diferen-
tes tienen unién por lo menos en una Ruta (redes no orientadas) o un
Camino (redes orientadas). No existen nodos aislados.
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- Concepto de Arbol: existe solo en redes no orientadas, y es una subred
conexa que puede incluir solo un subconjunto de nodos de la red y que
no forman lazos o ciclos.

- Concepto de Arbol de expansion: en una red conexa que puede unir
todos los nodos de la red, sin permitir ningtn Lazo o Ciclo, pero la
suma de sus arcos es un valor minimo.

Algoritmos en la Teoria de Redes

Un algoritmo es un conjunto ordenado que describe los pasos para la obten-
ci6n de un objetivo especifico. En teoria de redes existen los algoritmos para
redes orientadas y para redes no orientadas que veremos mas adelante.

Algoritmos para redes no orientadas

Algoritmo de Prim

Es un algoritmo para la obtencién de un arbol de expansién minima
para Redes no Orientadas.

Objetivo: unir los nodos de una red no orientada utilizando la longitud
mas corta de las ramas de conexidn.

Pasos

Sea N={1, 2,..., n} el conjunto de nodos de una red.

C,: conjunto de nodos que se han conectado permanentemente en la
iteracién K del algoritmo.

C’,: conjunto de nodos que todavia se deben conectar permanentemente.

Paso 0: Sea C0=¢ ; C’ =N

Paso 1: Para cualquier nodo 1 del conjunto de los no conectados haga
C,={i} luego C’ =N-{i}

Sea K=2

Paso K: seleccione un nodo j* en el conjunto no conectado C’, , que produ-
ce la rama mas corta hacia un nodo en el conjunto conectado C, .
Una permanentemente j* con C, , y eliminelo de C, ,, es decir:

Ck:Ck-1+ {J*} C,k-lzc’k-l-{j}

k-17

Si el conjunto de nodos no conectados esta vacio, deténgase.
De lo contrario establezca K=K+1 y repita el paso.
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Ejemplo 13 (de Arbol de Expansién minima):

Se tienen 6 poblados y se quieren unir por un cable coaxial con minimo
gasto en cable y en la red se escriben los Km de carretera por donde
pasaria el cable. Aplique el arbol de expansién minima.

Resolucidn:
K=0 C=1{¢}, C0={1,2,3,4,5,6}
Seleccionamos K=1y tenemos C,= {1} y C’ = {2, 3, 4, 5, 6}

Para K=2

N (2) (1,2)=3C=11, 2}

(L) 1,3)=4C=13, 4, 5, 6}
(1, 6)=5
Para K=3
(2, 9)=8 C=11,2,3}
(2, 3)=2 C=14,5,6}
Para K=4
(3, 5)=6 C=1,2, 3,6}
(3, 6)=3 C=14,5
Para K=5
(6, 5)=6 C=11,2,3,5,6;}

(3,5)0(6,5)=6 C={4)
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Para K=6
(5, 4)=4
C= o}

Solucién

1, 2), 2, 3), (3, 6), (3,5) 0 (6, 5), (5, 4)

El valor de la ruta es = 18

C=11,2,3,5,5,4}

Algoritmo de Kruskal para Arbol de Expansién minima para Redes

no orientadas:

Dada una red no orientada y conexa, seleccione las ramas en forma

ascendente.

D
2)

Seleccione una rama cualesquiera del conjunto ordenado.
Sea X el conjunto de ramas seleccionadas en la iteracién i. Se

seleccionara la rama (i+1) si y solo si ella no crea algan ciclo en la red

parcial X, + (i+1).
3)
das sea igual a (n-1).

Se termina el proceso cuando el numero de ramas selecciona-

Ejemplo 14:
= 5 : (L
€D () x3)
10
11 15 i Ie] 4
.".--.-. A
- o
) ———(——(®
—~ 13 2_-
e S
16
Proceso 1 Proceso 2
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Proceso 3 Proceso 4

X1 . %1 (%3 X3
§ 4
; . 10
(X§— A Xg x4
(g
Proceso 5

X1F 1.X3 X3

10 . _

[ 24 %5 X

- 13 2 -

Arbol de expansién minima:
5+10+13+2+4=34

Algoritmo de Dijkstra de Camino Minimo para Redes no
Orientadas:

Objetivo de la n-ésima iteracién: encontrar el n-ésimo nodo mas cercano
al origen. (Este paso se repetira hasta que el n-ésimo nodo sea el destino.)

Datos para la n-ésima iteracién: n-1 nodos mas cercanos al origen
(encontrados en las iteraciones previas), incluyendo su ruta mas cor-
ta y las distancias desde el origen. (Estos nodos y el origen se llama-
ran nodos resueltos; el resto son nodos no resueltos.)

Candidatos para el n-ésimo nodo mas cercano: cada nodo
resuelto que esta conectado directamente por una ligadura con uno
0 mas nodos no resueltos proporciona un candidato, y este es el nodo
no resuelto que tiene la ligadura mas corta.

Calculo del n-ésimo nodo mas cercano: para cada nodo resuelto
y sus candidatos, se suma la distancia entre ellos y la distancia de la
ruta mas corta desde el origen a este nodo resuelto. El candidato con
distancia total mas pequena es el n-ésimo nodo mas cercano.
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Ejercicio Resuelto:

Nodo Nodo
Resuelto Resuelto n-ésimo .
conectado mas Distancia nodo mas Distancia Ultima
a nodo cercano total cercano minima conexion
no resuelto conectado

Iteracion

0 (inicio) A A 2

A B 2+2 B 4 A-B
0 C 4 C 4 0-C
A D 2+7 E 7 B-E
B E 4+3

C E 4+4

A D 247 8

B D 4+4 D E-D
E D 7+1 D E-D
D T 8+5 T 13 D-T
E T 7+1

Ruta minima: O-A-B-E-D-T

Valor: 13

Ejercicios Propuestos.

Para las redes mostradas en los ejercicios 1 a 3 encuentre lo siguiente:
a) Dos arboles de la red.

b) Un 4arbol de expansién minima (Para Prim y para Kruskal)

) Ruta mas corta (Dijkstra)

Ejercicio 1:
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Ejercicio 2:

- L m
1) W1/ A1
& Senm iy
s A5 LB i19)
i | ~ I -
1 6 — — 14
o --\._E__-" T a ¥
Ejercicio 3:
T ()
"’ ,.-'1'.:', - ——;:«-E-’mml
._-___.-.-".\_... g .__,.-""J.."; Hr':‘"'\-" "
CT I e e T
L e I ) _" T,
bt __lr'u'"\-l_ i Hlﬂ.__'
w12 | 4 P N -
K"\-’"’“ ___.-F' j_,-' 1 |._|._.-""
'\.1.-]%.__\_ ‘:_,-' 3 P .--"'-".
e L
=

Ejercicio 4:

Se tienen 6 poblados y se quiere calcular el camino de minimo gasto
en Km. En la red se escriben los Km de carretera por donde pasaria
el cable. Aplique Dijsktra para encontrar el camino minimo de 1 a 5.

L1

i
L.

&

3
L
T,

-,

2}
o

A

-
A

.y

1 L

-

e

s

" 33
m,_mr_};

=
Y
W4
1 4
[ 1
1
B E
1 2)
g &
y

Ejercicio 5:

Se tienen 6 ciudades y se quiere calcular el camino de minimo gasto
en Km. En la red se escriben los km de carretera por donde pasaria el
cable. Aplique Dijtrav para encontrar el camino minimo de 1 a 5.

1)

e
AR

L]

1%

T
K
o
"
il |
-

i

-
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Ejercicio 6:
Dada la Red de Caminos desde el Pueblo 1 hasta el 10, encuentre el
arbol de expansién minima.

L L
5 {24 L8~ 9
— A .‘F_.-" g
i 1 _.\:_ B -;'-\ - P '\, o -\.!l_l -
Rt e P Ty [ 10)
. : - /
RN . "?/__..h 4
LW 3 '.__'.'___"" i

Algoritmos para redes orientadas

Algoritmo de Ford
El algoritmo de Ford se utiliza en redes conexas orientadas para la
obtencién del camino de valor Minimo o Maximo, también llamado de
Caminos extremales.

Caso del minimo

1. Se asigna a todo vértice o nodo j una marca [+,%], excepto al
nodo inicial que toma la marca [+, Oo].
2. Se busca un arco (x,, x) tal que A+V(X, X)<>\

]
Si tal arco existe, se reemplaza la marca del nodo por [X, \+V(X, X)]
Se repite el paso anterior hasta que ningin arco permita dlsmlnulr
las marcas.

Caso de camino maximo
a) [+,0] para vértice inicial
[+,-0] para todos los restantes.

b) Se cambia la marca si: A +V(X,X)>\,
La nueva marca seria [X,, A\ +V(X,,X)]

Ejercicios Propuestos de Redes Orientadas

Ejercicio 1:

Encuentre en las siguientes Redes Orientadas:
a) El camino Minimo.

b) El camino Maximo.
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Ejercicio 2:

Encuentre en las siguientes Redes Orientadas:
a) El Camino Minimo.

b) El Camino Méaximo.

Ejercicio 4: Encuentre el Camino Minimo de X, a X, en la red que
sigue:

9 ~
o
oy Xk |_1
L g -i"' 1 #:."ﬁ;‘. d
PSR S T
"'H._-l;‘.;; "':j.j'- _‘_:;:,:f_:_ _ x > -
g M L4 «F o1 ST
.‘.-"t'\. ’ J} It
_\'ﬂ-u . h-\.\.:':'.-"- T
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Algoritmo de Flujo Maximo para Redes Orientadas
Conceptos Basicos:

. T P
mreo (il )

N 1 j 7=
— ege L Fiy==Cy
Cij: capacidad del arco.

Fij: flujo del arco.

¢;: costo unitario del arco.

Algoritmo de Flujo Maximo para Redes Orientadas:
Todos los vértices tienen tres estados:

*  No marcado.

*  Marcado e inexplorado.

*  Marcado y explorado.

Rutina 1

a) Inicialmente todos los vértices estan no marcados, excepto el
vértice inicial, [-,0] que estd marcado e inexplorado.

b) De ahi cualquier vértice marcado e inexplorado se comienza
a explorar sus antecesores o sucesores.

cr

lare ™n S¢ marca Y con
Marcado como % s ¥ ) RN
WX wy 1X"; E(Y)]
[ 28
I =t
Marcado como anlecesar I X Ja— Y S¢ marca ¥ con
- - X5 EAY))
| £
c) Repetir b) hasta que se llegue a una de las siguientes situaciones:

El vértice final esta marcado e inexplorado. Pasar a rutina 2.

No se pueden asignar més marcas y el vértice final no ha sido
marcado. Se obtiene un corte (X, X”) donde:

X: vértices de la red marcados incluyendo el vértice inicial.

X’: vértices de la red no marcado incluyendo al vértice final.

El Flujo Maximo sera formado por la suma de los flujos de los ar-
cos de (X, X") menos la suma de los flujos de los arcos (X’, X).

@ Portada
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Rutina 2: Rutina de cambio de flujo

Sea el vértice final marcado con [y+;E(t)], entonces el Nuevo flujo de
[y;t] sera f'(y;t)=f(y;t)+E(t). Ahora se comienza a estudiar los arcos in-
cidentes de y para hacer el cambio de flujo de ellos.

- Siy estd marcado [X+, E(y)] entonces f'(x,y)= f(x,y)+E(t); solo
s1 £(x,y)<C(x,y).

P
(%) »(V)  Fry)<Ciy)

Si y esta marcado como [X-;E(y)] entonces f(y,x=f(y,x)-E(t))
solo si f(y,x)>0

@" @ Fiy,x)=>0

Se continda la cadena incremental de flujo hasta llegar al vértice de
partida.

Ejercicio resuelto de Flujo Maximo
1). Dado la siguiente red de flujos encuentre el Flujo Maximo de S a T.

; [
X la X
1 i i - T
& ’
= 3 3 Tk | T
- -
[ A ] - L% 1-? =g
X X T

Marcado 1
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F(x3,t)=3+2=5 F(x1,x3)=3+2=5

E(t):2_ . F(s.x11=3+2=5

Cambio de flujo (1) »

Et)=1

Marcado 2 F(x4,t)=5+1=6 F(x2,x4)=5+1=6

F(s.x2)=5+1=6
Cambio de flujo (2) > =2

Marcado3
E(t)=1
Cambio de flujo (3)>

F(x4,t)=6+1=7 F(x4,x3)=3-1=2 F(x1,x3)=5+1=6
Fls:x11=6+1=7

Marcado 4

Se obtiene un corte

X={5,X,X,} Vértices marcados
X'={X,,X,,t} Vértices no marcados
FX, X)=f(x,,x,)+(x,,x,)=6+6=12
FX, X)=¢

Flujo maximo =12
Comprobacién.

De S sale 12=6+6.

A T llega 12=5+7.

Ejercicios de Flujo Maximo Propuestos

Ejercicios 1:

Dada las siguientes redes, encuentre el flujo maximo desde el nodo S
hasta el T.
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Ejercicio 2:

En el problema de Flujo Maximo se encuentran los Flujos
entre el vértice inicial y final en Redes orientadas, en donde
no se considera el costo en cada arco; en la Teoria de Redes
se tienen bien delimitados los vértices de origenes, de destino
e intermediarios. Cuando se quiere la generalizacién de este
método, en donde los vértices puedan ser de cualquier tipo y
que se considere el costo, entonces le llamamos método del Flujo
Maximo de Costo Minimo, segtiin la Teoria de Redes y Problema de
Trasbordo segiin la Programacién del Transporte; este método de
Transporte con Trasbordo se analizara en el Tema de Transporte
como Programacién Lineal.

El Problema del Agente Viajero: Problema TSP

Agente Viajero

Ejercicios Resueltos:

Una compainia de pinturas produce cinco colores al mes. Al cambiar de
uno a otro color, la maquina mezcladora debe limpiarse y prepararse

para el siguiente color. Los tiempos entre cambios se muestran en la
siguiente tabla.

COLOR BLANCO AMARILLO NARANJA R0OJO

BLANCO
AMARILLO

NARANJA
ROJO
NEGRO
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Grafica:
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Solucién: Heuristica de construccién de un viaje.

—_—>

Situacién inicial: un ciclo con dos nodos N <=

Ejemplo 15 (del Blanco, ;dénde ubicarlo?):

N-B-R-N 6 N-R-B-N

Entonces:
a) N-B-R-N >valor=400

b) N-R-B-N >valor=420
Por tanto, se escoge la opcién a).
Veamos todas las posibilidades

NODO SELECC.

B (BLANCO)

INSERTADO ENTRE

NUEVO CICLO

R Valor 180
Iteraciéon 1: Insertar un nuevo nodo en el ciclo N-R-N

TIEMPO TOTAL

A (AMARILLO)

NEGRO

NyR N-B-R-N 400
RyN N-R-B-N 420
NyR N-A-R-N 360
RyN N-R-A-N 380
NyR N-Negro-R-N 330
RyN N-R-Negro-N 350

Iteracion 2

Elegir otro nodo que visitar entre B y A.

Veamos la tabla

NODO SELECC.

INSERTADO ENTRE

NUEVO CICLO

TIEMPO TOTAL

NegyB N-B-Neg-R-N 540
Negy R N-Neg-B-R-N 600
RyN N-Neg-R-B-N 570
Ny Neg N-A-Neg-R-N 500
Negy R N-Neg-A-R-N 500
RyN N-Neg-R-A-N 530

Iteracion 3

Falta por incluir el nodo Blanco que puede insertarse entre los nodos:

- N-A

- A-Neg
- Neg-R

- R-N
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NODO SELECC. INSERTADO ENTRE NUEVO CICLO

N-B-A-Neg-R-N

TIEMPO TOTAL

Ay Neg N-A-B-Neg-R-N 680
Negy R N-A-Neg-B-R-N 720
RyN N-A-Neg-R-B-N 740

La solucion dada por el Wingsb es:

B-R-Neg-N-A-B =710 por Heuristica utilizando la estrategia del veci-
no més cercano.

B-N-R-Neg-A-B=670 por el método “nombre”.

Ejercicios Propuestos del Agente Viajero:

Ejercicio 1:

Se tiene una empresa que da servicio de renta de equipos a varias
ciudades y en la tabla se da el costo de envio de una maquina a cada
ciudad. Encuentre un plan de distribucién diario o que las maquinas
regresen al centro de partida.

CIUDADES CENTRO
CENTRO

Ejercicio Resuelto:

Un agente viajero de una compainia de llantas tiene un almacén y cin-
co tiendas a las cuales abastecer, las entregas se hacen mediante un
camién, y en la tabla se dan los tiempos, en minutos de manejo entre
cualesquiera de las dos tiendas y el almacén central. Se quiere hacer
todas las entregas de forma que no superen las 8 horas.

ALMACEN
ALMACEN
TIENDA 1
TIENDA 2

TIENDA 3
TIENDA 4
TIENDA 5
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Grafo no dirigido

El objetivo es salir del almacén, visitar todas y cada una de las tiendas

y regresar al punto de partida en el menor tiempo posible (menos de
8 horas). Es decir:

+ El almacén es el nodo inicial y final de cada ruta.

+ Todos y cada uno de los nodos deben ser visitadas exactamente
una vez.

+ El tiempo total de manejo sea lo mas pequeno posible.

Solucidn inicial

a) Vecino més cercano.
Epp O B T o . B e W o S e S|
A ULP I R P L 1A}
=X il = 5.7 haris
b) Intercambio de aristas
N - Yitritiors mribitrmrios pe comecutives
TS} {1
1 e
Maa §e BECPA =l B - 1
T ] T3} LT i TE)
(TU— T3] jim-iim|
Ingarparas et e
=
LTS T I
Wwcvm Hils
Wl 48 BOAPIE
(& {Tp—{mai {74l {r—{m &
=l 2 R T T
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n m
T4 (T2
:I'l-1.__ _m m_ |_'ﬂ_*’|
T8 _—(_ T4, I (A
Incarporar

Hepetir 4 veces mds. L=345 min= 5,04

Modelo de Cheapest. Insercion Heuristica

Heuristica de construccion del viaje: construye un ciclo inclu-
yendo secuencialmente un nodo a la vez hasta que se usan todos los nodos.

. Comenzar con un ciclo de dos nodos.
. Seleccionar un nuevo nodo para incluirlo.
. Determinar donde insertar ese nodo seleccionado en el ciclo actual.

Existen muchas formas diferentes de elegir los dos nodos iniciales y
muchas reglas para seleccionar e insertar un nuevo nodo.

Formalizacion de la Heuristica
Paso 0: Inicializacién. Forme un ciclo entre los dos nodos cuyo costo
total sea lo mas pequeno posible.

Paso 1: Evaluacién. Si todos los nodos se incluyen en el ciclo actual,
deténgase. De otra manera, para cada nodo que no esté en el ciclo ac-
tual, determine el mejor lugar para insertarlo y calcule el costo total
del ciclo resultante.

Paso 2: Seleccion e Inserciéon. Entre todos los nodos evaluados en el
paso 1, elija uno que produzca un nuevo ciclo de minimo coste total
cuando se inserta en su mejor lugar. Inserte ese nodo en ese lugar y
establezca el nuevo ciclo. Regresar al paso 1.
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PROGRAMACION
DEL TRANSPORTE
CON TRASBORDO
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C%pitulo 3. Programacion del
ransporte con Trasbordo

3.1. Formulacion del Problema de Transporte con
Transbordo-Problema de Flujo Maximo de Costo Minimo
(Como Problema de Redes)

Uno de los requerimientos del problema de transporte es que se co-
nozca de antemano la forma en que se van a distribuir las unidades
de cada origen 1 a cada destino j para poder determinar el costo por
unidad C;- No obstante, en ocasiones no es evidente cudl es el mejor
medio de distribucién, pues existe la posibilidad de transbordos en los
que los embarques pasarian por puntos de transferencias intermedios
(que a su vez pueden ser origenes o destinos).

Lo que se pretende ahora es obtener las cantidades que han de man-
darse de cada origen a cada destino y la ruta a seguir en cada embar-
que, con el objetivo de minimizar los costos totales de transporte.

Caracteristica de este problema de transbordo es que cada origen pue-
de enviar el producto no solamente a los destinos, sino también a los
otros origenes, y a la vez cada destino puede recibir el producto no
solamente de los origenes, sino de los otros destinos.

Ejemplo 16:
Prablema d¢ Tranapame:
14 N —
{ | | . [+ s . —
\ ay A (de 1+ a 1- solo hay
i "'-._'- "u}f_,#' PR una rta)
| A .-".- ™ pr
By PR
LA L T G
r'-. H'\- -"-. kY _-". HH".
| |
i - i
e M S A
1-
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Problema de transporte con Transbordo.-
{de 1+ a |- existen muchas rutas)

Sean ahorai=1,2,..., m (fuentes) j = m+1, m+2,..., m+n (destinos)
X, .- unidades a transportar desde i hasta j
Xi]. >=0 1i=1,2..m+n

Cij.- costo de transporte desde 1 hasta j 3. c;

Origenes.

inj:ai+1:i i=1,...,m)

t, = unidades trasbordadas desde 1.

La cantidad total del producto que sale de 1 es igual a lo existente en i
mas la trasbordada desde i.

Destinos.

2x;=b +t, A#))

t,= unidades trasbordadas

La cantidad total del producto que llega a j es igual a l1a demanda de j
mas lo trasbordado desde j.
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1) Trasbordo en destinos

Sx,=t, (%))

1=m+1, m+2,..., m+n

Lo que arriba a un destino es igual a lo que el destino trasborda.
2) Trasbordo de origenes

Yx, =t ji=1..,m

Lo que arriba es un origen es igual a lo que el origen trasborda.

La Funcién objetivo sera:

MinZ =3%%¢c, x,+ Xc, t,

Donde c, = costo unitario del trasbordo desde i.

El modelo planteado resulta en extremo dificil para entender los t,
como incégnitas.

Asignemos un valor constante a t, y se nos facilitard mucho el calculo.

Sea to = }'a, la cantidad cota superior de t..

Tabla de transporte con trasbordo
ORIGENES DESTINOS

123....m m+1 m+2.....m+n
Trasbordo
ORIGENES origen origen
. Cij .
am+to
Trasbordo
DESTINOS destino destino
. Cij To
To b1+to+....+bm-+to
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El problema de P.L con trasbordo quedaria:
Variables.

Xij.- Cantidad de prod. enviado de i aj. (3, j =1, m+n)
Restricciones de Origen.

ZXij=ai+to i=i,...,m
> Xij =to i=m+1,..., m+n
1#]

Restricciones de Destino.

2 X, =to j=1,...,m
YX,=b+to j=m+l, mn
1#]

Funcién Objetivo.

MinZ =33 c; x; Modelo con m+n origenes y destinos.

Ejemplo 17 (de Transporte con Trasbordo):

Se tienen dos fabricas que suministran envases a tres establecimien-
tos para que envasen sus productos.

F1

F2
Demandas

Encuentre el plan 6ptimo de transportacion si se permite el trasbordo
entre fabricas y entre empresas con costos unitarios.

o 1 2
Eg;
11 0
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Solucién.

N = vl ichind b dfaddriai

wamvind teaden. diewde La TiGrica
Nadth o LS SO

A3

X, =800
X %y, X =700
X, X, =500
X, X, =500
X, tx,, =500
X, X, =500
X %,y X, =650
X 4%, 45, X, =750
X s, +x =600

Min Z = X, + 20X, + 141X, +8X,_+2X, +10X, +17X, +15X, +X, +2X,_
+3X43+X45+X53+X54

Solucién 6ptima.

X,, = 300
X" = 200 F1/300 2000 Einso :'5 .
X34 = 50 a -
X, =200 F2/200 E2/250
" E3/ 100 I 200
300
Min 7 = 4650

3.2. Redes: Problema del Flujo Maximo

Considere una red dirigida y conexa que tiene un solo nodo fuente y
un solo nodo destino, y el resto son nodos de trasbordo. De la capaci-
dad de los arcos, el objetivo es determinar el patréon factible que fluye
a través de la red que maximiza el flujo total, desde el nodo fuente al
nodo destino.
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X,-- Flujo a través del arco 1, J.

Funcién Objetivo:

Miax Z = ZZXij
Restricciones:
ZXij-ijizbi, i=1,..,n

donde inj esloquesaley Zxﬁ es lo que entra y

b, >0 s, 1 es nodo fuente i=1)
b, =0 s, 1 es nodo trasbordo
b, <0 s, 1es nodo demanda i=n)

b, son los flujos netos generados en cada nodo y son datos.
Capacidades:
0<=x<=u, Flujo (1, J)
u; .- Capacidad del flujo @, j)
(dato)
Caso particular:

S1V es el flujo estatico desde el nodo inicial hasta el nodo final.

Xij >=0flujodeiaj

Miax Z = inj

inj - iji =b, = V's,1=1 (nodo de inicio)
0s,i#lei#n
-V's,1=n (nodo final)

X <= Uy

Resuelva el problema de Flujo Maximo de s a t:
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Usx =1 x|} _
Ff___i,-""h?- ~ Uxt=23
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Bs=3 |||s |] Uxy=1 lf}r:n—l -_|: | [ |
- z’ o | B
._’_,.-f'
Usy —2 |
U= 1
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3.3. Redes: Problema del Flujo Maximo de Costo Minimo
(Trasbordo)

Al igual que el problema del flujo maximo, toma en cuenta un flujo a
través de una red con capacidades limitadas en sus arcos. Al igual que
el problema de la ruta més corta considera un costo (o distancia) para
el flujo a través de un arco. Al igual que el problema de transporte o el
problema de asignacién, puede manejar varios origenes (nodos fuen-
tes) y varios destinos (nodos demanda) para el flujo, también con cos-
tos asociados. Al igual que el problema de trasbordo, puede considerar
varios puntos de conexién (nodos de trasbordo) entre los origenes y
los destinos para este flujo. De hecho, estos problemas estudiados son
casos particulares del problema de flujo maximo de costo minimo.

Costo Minimo

Flujo Maximo

Transporte (origen, destino)+Flujo Méax. Costo Min. +Se puede
resolver por el Método

Simplex de Redes.

Asignacién (origen, destino)
Trasbordo (conexiones)
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Definicion del problema:

Red conexa, dirigida (orientada) con n nodos (incluye al menos 1 nodo
origen y un nodo destino).

Variables de decisién:

x; = flujo a través del arcoi -

¢, = costo unitario de flujo1i-j

u, = capacidad del arco i - j

b]. = flujo neto generado en I nodo 1

bi depende de la naturaleza del nodo i.
b, > 0 si nodo i fuente
b, < 0 sinodo i demanda

b, =0 siinodo de transbordo

El objetivo es minimizar el costo total de enviar los recursos disponi-
bles a través de la red para satisfacer la demanda dada.

MinZ =33 c; x;
Sujeta a:
inj B iji = bi

donde inj es lo que sale y Zxﬁ es lo que entra, para cada 1.

0<= xi]. <=u.

. para cada arcoi-j

En caso de ser necesario tener cota inferior Zij > 0 para el flujo del arco

1- ] se hace una traslacion de variables X', = x; - 3 y se sustituye en
el modelo

X =X+ 2,
No se garantiza la solucién factible en todos los casos.
Una propiedad de soluciéon factible es:

>b. =0 (condicién necesaria para la factibilidad del problema)
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En caso de suceder que b, # 0 se agregard un nodo fuente ficticio o un
nodo demanda ficticio con costo cero.

En general X; son enteros dado que bij, u,; son siempre enteros.

Ejemplo 18:
Ca
9 — |
=Y £ =
[ A " D]
— 4 0 jo—_
- — &
Y —
LUsh 2 T 3 3
\ “ (| c|)
3 _._1-". 4
o L
.r- - " --_‘: e
(| B]] ' [1E]])
S e
(Uee [
sl

A y B son nodos origenes (fuentes)
D y E son nodos destino (demandas)
C es nodo trasbordo

Flujo Neto Generado = 90

Todos los arcos, excepto 2, tienen flujo capacidades que exceden el
Flujo Total Generado (90). Estos arcos son; x;: u; = 0, las excepciones
u,=0yu, =380.

Minz=2x  +4x +9x ,+3x, +x_+2x, +2x

x +x +x . =50
ab ac ad
X, + X, =40
x -X +X =0
ac be ce
-Xad + Xde - Xcd - -30
-Xce B Xdc + Xcd - -60
S.a.
x <=10
ab
x <=80
ce
x. >=0
ij
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LA PROGRAMACION
LINEAL Y EL TRANSPORTE

La Programacién del Transporte es una técnica muy difundida en
nuestros dias, en ella se logra hacer distribuciones o entregas 6ptimas
desde empresas productivas hasta empresas de comercializacién. El
problema se plantea aqui como un caso particular de la Programacién
Lineal, de forma que se satisfagan las demandas, se cumplan los
planes de entrega de las ofertas y se minimicen los costos de la
transportacion.

En el libro se trata el tema de la Programacion Lineal en forma
general y la Programacion del Transporte en particular, se proponen
los temas en una forma metodoldgica y practica para que el lector vea
de forma inmediata el problema, la aplicacién, la solucién y el anlisis
de la misma. En lo referente a la Programacién Lineal se abarca.
Primero: 1a formulacién del problema, la definicién de las variables, la
definicién de las restricciones y la funcién objetivo a ser optimizada.
Segundo: los métodos de solucién, la férmula de célculo, sus pasos y su
operatoria en general, la interpretacién de los resultados.

Tercero: los métodos de planteamiento y solucién mas modernos de
la Programacién Lineal Multiobjetivo.

Cuarto: se plantean ejercicios resueltos y propuestos.

En lo relativo a la Programacion del Transporte se trata el problema
del Transporte como caso particular de la Programaciéon Lineal;
analizando las técnicas de solucién inicial y de solucién 6ptima de los
modelos de transporte. Se estudian los modelos de la Teoria de Redes,
el Flujo Méximo y el Flujo Méaximo de Costo Minimo, se resuelven los
problemas de transporte con la teoria de redes con el llamado Modelo
de Transporte con trasbordo. Se dan ejemplos resueltos y propuestos.
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